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2АНОТАЦIЯ
Моравецька К. В. Мiри на банахових многовидах з рiвномiрною структу-
рою. — Квалiфiкацiйна наукова праця на правах рукопису.
Дисертацiя на здобуття наукового ступеня кандидата фiзико-математичних
наук (доктора фiлософiї) за спецiальнiстю 01.01.01 — математичний аналiз
(111 — математика). — Нацiональний технiчний унiверситет України “Київ-
ський полiтехнiчний iнститут iменi Iгоря Сiкорського”, Київ, 2018.
Робота виконана на кафедрi математичних методiв системного аналiзу Iн-
ституту прикладного системного аналiзу Нацiонального технiчного унiверси-
тету України “Київський полiтехнiчний iнститут iменi Iгоря Сiкорського”.
Дисертацiя присвячена диференцiйовним мiрам на банахових многовидах
з рiвномiрною структурою. Запропоновано конструкцiю побудови асоцiйова-
них поверхневих мiр на вкладених поверхнях скiнченної корозмiрностi. Уза-
гальнено критерiй слабкої диференцiйовностi мiр на випадок диференцiйов-
ностi уздовж векторних полiв на банахових многовидах з рiвномiрною стру-
ктурою.
Основна частина дисертацiї складається зi вступу, чотирьох роздiлiв роз-
битих на пiдроздiли, висновкiв, списку використаної лiтератури та додатку зi
списком опублiкованих праць здобувача за темою дисертацiї i наукових семi-
нарiв та конференцiй, на яких доповiдались отриманi результати.
У вступi до дисертацiї обґрунтовано актуальнiсть теми дисертацiйної ро-
боти, подано короткий iсторичний огляд стану проблеми, видiлено об’єкт, пре-
дмет та методи дослiдження, сформульовано мету та завдання дослiдження,
висвiтлено наукову новизну, а також зв’язок з науковими програмами. Крiм
того, наведено iнформацiю щодо апробацiї результатiв та публiкацiй за темою
дисертацiї, видiлено структуру роботи, наведено короткий змiст дисертацiї та
перелiчено основнi отриманi результати.
Роздiл 1 присвячено огляду робiт, якi мають вiдношення до теми дисерта-
3цiйного дослiдження. Наведено деякi необхiднi теоретичнi вiдомостi з теорiї
мiри та диференцiальної геометрiї. Розглянуто клас нескiнченновимiрних ба-
нахових многовидiв зi спецiальною структурою — банаховi многовиди з рiв-
номiрною структурою, та видiлено деякi їх властивостi. Представлено рiзнi
iснуючi пiдходи до означення диференцiйовних мiр та надано огляд деяких
вiдомих результатiв з теорiї диференцiйовних мiр. Розглянуто диференцiйов-
нiсть за Фомiним та за Скороходом, уздовж напрямкiв, уздовж векторних полiв
та за довiльними вимiрними перетвореннями, на лiнiйних просторах та нелi-
нiйних многовидах, визначено зв’язок мiж ними. Представлено огляд пiдходiв
до побудови поверхневих мiр та поверхневого iнтегрування в нескiнченно-
вимiрних гiльбертових просторах та нелiнiйних многовидах, наведено кiлька
варiантiв узагальнення формули Гаусса-Остроградського.
У роздiлi 2 наведено конструкцiю поверхневих мiр на банахових многови-
дах з рiвномiрною структурою. Запропоновано метод побудови асоцiйованих
мiр першого та другого типу на вкладенiй поверхнi скiнченної корозмiрностi.
Введено поняття вкладеної поверхнi, асоцiйованої диференцiальної форми
поверхнi та трансверсального (строго трансверсального) до поверхнi набору
векторних полiв. Наведено низку прикладiв та вiдзначено деякi елементарнi
властивостi введених понять. Показано, що в околi поверхнi многовид може
бути розшарований на iнтегральнi кривi строго трансверсального до поверхнi
набору векторних полiв.
Для борелiвської мiри на банаховому многовидi з обмеженою структурою
запропоновано конструкцiю побудови асоцiйованої з нею поверхневої мiри
за допомогою строго трансверсального до поверхнi набору векторних полiв,
що попарно комутують. Пiд дiєю потоку вказаного набору векторних полiв
пiдмножина поверхнi переходить у деякий окiл на многовидi, для якого ви-
значено вихiдну мiру. Граничним переходом одержується значення бажаної
поверхневої мiри (першого типу).
Розглядається набiр “внутрiшнiх околiв” 𝑆𝜀 поверхнi 𝑆, для якого 𝑆𝜀 мо-
4нотонно зростає до 𝑆 при 𝑠× 0. Побудова поверхневої мiри на поверхнi 𝑆 пе-
редбачає побудову узгоджених мiж собою поверхневих мiр на множинах 𝑆𝜀.
Наведено достатнi умови iснування поверхневої мiри першого типу. Введено
поняття узгодженої та узгодженої в широкому сенсi трiйки p𝑆, ?⃗?, 𝜇q (трiйка
складається з поверхнi, набору векторних полiв та мiри), для яких визначено
поверхневу мiру.
Доведено деякi властивостi запропонованої конструкцiї. Основним резуль-
татом роздiлу є теорема про узгодженiсть, згiдно з якою для банахового мно-
говиду з рiвномiрною структурою поверхнева мiра першого типу задається
однозначно асоцiйованою диференцiальною формою поверхнi i не залежить
вiд конкретного строго трансверсального набору векторних полiв, використа-
ного при побудовi. Завдяки цiй властивостi коректно введено поняття поверх-
невої мiри другого типу, незалежної вiд набору векторних полiв.
Роздiл 3 присвячено вивченню транзитивних властивостей асоцiйованих
поверхневих мiр та дослiдженню узгодженостi запропонованої конструкцiї з
класичними результатами. Розглянуто випадок подвiйного вкладення повер-
хонь, тобто ситуацiя, коли Σ є вкладеною в𝑀 поверхнею скiнченної корозмiр-
ностi, а поверхня 𝑆 є вкладеною у Σ. В такому разi 𝑆 можна також розглядати
як вкладену в 𝑀 поверхню (скiнченної корозмiрностi). Доведено, що запро-
понована конструкцiя поверхневих мiр є транзитивною, тобто безпосередня
побудова поверхневої мiри на 𝑆 при розглядi її вкладення в 𝑀 призводить до
того ж результату, що i двоетапна побудова через поверхневу мiру на Σ.
Для випадку транзитивного вкладення поверхонь на банаховому многовидi
з рiвномiрною структурою побудовано узгодженi мiж собою диференцiальнi
форми, що вiдповiдають вказаним вкладенням, та строго трансверсальний до
поверхнi Σ набiр векторних полiв, що попарно комутують, пiднабiр якого є
строго трансверсальним до поверхнi 𝑆.
Розглянуто два приклади застосування запропонованої конструкцiї поверх-
невих мiр. Побудовано асоцiйовану з мiрою Лебега поверхневу мiру на пара-
5метрично заданiй поверхнi в скiнченновимiрному просторi R𝑛, що за умови
нормування збiгається з класичною площею. Отримано поверхневi мiри пер-
шого та другого типу, асоцiйованi з рiмановою мiрою об’єму на поверхнi,
вкладенiй у рiманiв многовид з рiвномiрною структурою. Показано, що отри-
мана мiра спiвпадає з мiрою об’єму поверхнi, що задається iндукованим тензо-
ром. Таким чином, обґрунтовано адекватнiсть використання запропонованого
пiдходу до побудови поверхневих мiр на поверхнях скiнченної корозмiрностi
в нескiнченновимiрних просторах.
Роздiл 4 присвячено дослiдженню диференцiйовностi мiр уздовж вектор-
них полiв. Отримано узагальнення низки результатiв з класичної теорiї, яка
ґрунтується на зсувах мiр уздовж постiйних напрямкiв, на випадок зсувiв
уздовж iнтегральних кривих векторних полiв.
Доведено деякi допомiжнi властивостi потокiв обмежених векторних по-
лiв. Одержано ряд критерiїв слабкої диференцiйовностi. Зокрема, для радонiв-
ських мiр доведено критерiй диференцiйовностi через формулу iнтегрування
частинами, в якiй похiдна переноситься з функцiї на мiру.
Основним результатом останнього роздiлу є критерiй слабкої диференцi-
йовностi мiри уздовж обмеженого векторного поля, що узагальнює вiдомий
результат В.I. Богачова, отриманий для диференцiйовностi за напрямком на
лiнiйному просторi. Вiдповiдно до вказаного критерiю слабка диференцiйов-
нiсть мiри 𝜇 є еквiвалентною лiпшицевостi всiх функцiї зсувiв 𝑡 ÞÑ 𝜇𝑡p𝐴q.
Додаток мiстить список публiкацiй здобувача за темою дисертацiї та вiдо-
мостi про апробацiю результатiв дисертацiї.
Ключовi слова: банахiв многовид з рiвномiрною структурою, борелiвська
мiра, диференцiйовнiсть мiр уздовж векторних полiв за Фомiним та за Ско-
роходом, поверхнева мiра, вкладена поверхня, асоцiйована форма поверхнi,
трансверсальний набiр векторних полiв.
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Moravetska K. V. Measures on Banach manifolds with uniform structure. —
Qualifying scientific work on the right of manuscript.
Candidate’s thesis on Physics and Mathematics, speciality 01.01.01 —
Mathematical Analysis (111 — Mathematics). — National Technical University of
Ukraine “Igor Sikorsky Kyiv Polytechnic Institute”, Kyiv, 2018.
The work is prepared at the Department of Mathematical Methods of Systems
Analysis of Institute for applied system analysis of National Technical University
of Ukraine “Igor Sikorsky Kyiv Polytechnic Institute”.
The thesis is devoted to differentiable measures on Banach manifolds with
uniform structure. A construction of associated surface measures on embedded
surfaces with finite codimension is proposed. A criterion for weak differentiabili-
ty of measures is generalized to the case of differentiation along vector fields on
Banach manifolds with uniform structure.
The main part of the thesis consists of an introduction, four sections divided
into subsections, conclusions, list of references and an appendix with the list of the
author’s publications concerning the topic of the thesis and the scientific seminars
and conferences, at which the obtained results were reported.
The introduction grounds the relevance of the research topic, provides short
historical review of its state, highlights the object, subject and methods of the
research, formulates the purpose and tasks of the research, indicates the scienti-
fic novelty, as well as the connection with scientific programs. In addition, the
information where the results of the dissertation have been discussed and published
is pointed out, the structure of work is highlighted, the summary of the dissertation
is given and the main results obtained are listed.
Section 1 is devoted to the review of works related to the topic of the dissertati-
on research. Some necessary theoretical information from the theory of measure
and differential geometry is given. A class of Banach manifolds with a speci-
7al structure, namely Banach manifolds with uniform structure is considered, and
some of their properties are indicated. Various existing approaches to the defi-
nition of differentiable measures are indicated and an overview of some known
results on the theory of measure differentiability is presented. The Fomin and
Skorokhod differentiability along directions, along vector fields and defined by
arbitrary measurable transformations, on linear spaces and nonlinear manifolds is
considered, as well as the connection between them is determined. An overview
of approaches to the construction of surface measures and surface integration in
infinite-dimensional Hilbert spaces and nonlinear manifolds is presented, several
variants of the generalization of the Gauss-Ostrogradsky formula are presented.
Section 2 presents the construction of surface measures in Banach manifolds
with uniform structure. A method for constructing associate measures of the first
and second type on an embedded surface of finite codimension is proposed.
The concepts of an embedded surface of finite codimension, an associated di-
fferential form of an embedded surface and a set of vector fields, transversal (stri-
ctly transversal) to the surface, are introduced. A few examples are given and some
elementary properties of the introduced concepts are noted. It is shown that surface
neighborhood can be bundled into integral curves of a strictly transversal to the
surface set of vector fields.
For a Borel measure on a Banach manifold with bounded structure a constructi-
on of the associated surface measure on embedded surface is proposed with the
usage of mutually commuting set of vector fields that are strictly transversal to the
surface. Under the action of the flow of a given set of vector fields, any subset
of the surface can be transformed into a certain area on a manifold for which the
initial measure is determined. Passing to the limit yields the value of the desired
surface measure (the first type).
We consider the set of “internal neighborhoods” 𝑆𝜀 of the surface 𝑆 for which
𝑆𝜀 monotonically increases to 𝑆 as 𝑠monotonically decreases to 0. Construction of
a surface measure on a surface 𝑆 involves the construction of coordinated surface
8measures on subsets 𝑆𝜀. Sufficient conditions for the existence of a first type
surface measure are given. The concepts of a coherent and coherent in the broad
sense triple p𝑆, ?⃗?, 𝜇q are introduced (the triple consists of a surface, a set of vector
fields, and measure) for which a surface measure is defined.
Some properties of the proposed construction are proved. The main result of the
section is a consistency theorem, according to which in case of Banach manifold
with uniform structure the first type surface measure depends only on associated
differential form and does not depend on a specific strictly transversal set of vector
fields used during construction. Due to this property, the concept of surface type of
the second type, independent of a set of vector fields, is correctly introduced.
Section 3 deals with the study of the transitive properties of associated surface
measures and the study of the coherence of the proposed construction with classical
results. The case of double embedding of surfaces is considered, that is, the situation
when the Σ is an embedded into 𝑀 surface of finite codimension and the surface
𝑆 is embedded into Σ. In this case, 𝑆 can also be regarded as a surface (with finite
codimension) embedded in𝑀 . It is proved that the proposed construction of surface
measures is transitive, that is, the direct construction of the surface measure on 𝑆
when considering its embedding in 𝑀 leads to the same result as the two-stage
construction with the surface measure on Σ.
For the case of a transitively embedded surfaces in a Banach manifold of
uniform structure, there are constructed concerted associated differential forms
corresponding to the specified embeddings and strictly transversal to the surface
set of vector fields that are pairwise commutated and from which such subset can
be taken that is strictly transversal to the surface.
Two examples of the usage of proposed construction of associated surface
measures are considered. The surface measure associated with the Lebesgue
measure is constructed on a parametrically defined surface in a finite-dimensional
space R𝑛, which, in the case of normalization, coincides with the classical area. For
the Riemann volume measure on a Riemann manifold with uniform structure first
9and second type associated surface measures are obtained for embedded Riemann
submanifold. It is shown that the obtained measure coincides with the volume
measure on the surface given by the induced tensor. Thus, the adequacy of the
proposed approach to the construction of surface measures on finite-dimensional
surfaces in infinite-dimensional spaces is substantiated.
Section 4 is devoted to the study of the measure differentiability along vector
fields. Plenty of results from the classical theory, which is based on measure shifts
along constant direction, is generalized to the case of shifts along integral curves
of vector fields.
Some auxiliary properties of flows of bounded vector fields are proved. Few cri-
terions for weak differentiability are obtained. In particular, for the Radon measure,
the criterion of differentiability through the integration by parts formula is obtained,
where the derivative is transferred from function to measure.
The main result of the last section is the criterion of weak measure differenti-
ability along bounded vector field, which generalizes the known result of V. I.
Bogachev, obtained for directional differentiability on a linear space. In accordance
with this criterion, the weak differentiability of the measure 𝜇 is equivalent to the
Lipschity of all shift functions 𝑡 ÞÑ 𝜇𝑡p𝐴q.
Appendix contains applicant’s publications list concerning the topic of the thesis
and informs where the results of the dissertation have been reported and discussed.
KEYWORDS: Banach manifold with uniform structure, Borel measure, Fomin
and Skorokhod measure differentiability along vector fields, surface measure,
embedded surface, associated surface form, transversal set of vector fields.
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ПЕРЕЛIК УМОВНИХ ПОЗНАЧЕНЬ
R множина дiйсних чисел;
𝐶𝑏p𝑀q простiр дiйснозначних неперервних обмежених функцiй
на просторi 𝑀 ;
𝐶C𝑏 p𝑀q простiр комплекснозначних неперервних обмежених фун-
кцiй на просторi 𝑀 ;
𝜌𝑀 метрика в метричному просторi 𝑀 ;
𝐵𝑀𝜀 p𝑥q вiдкрита куля в метричному просторi𝑀 з центром у точцi
𝑥 P𝑀 та радiусом 𝜀 (t𝑦 P𝑀 | 𝜌𝑀p𝑥, 𝑦q   𝜀u);
𝐵
𝑀
𝜀 p𝑥q замкнена куля в метричному просторi𝑀 з центром у точцi
𝑥 P𝑀 та радiусом 𝜀 (t𝑦 P𝑀 | 𝜌𝑀p𝑥, 𝑦q ¤ 𝜀u);
𝐵𝐸𝜀 та 𝐵
𝐸
𝜀 вiдкрита та замкнена кулi з центром в нулi в банаховому
просторi 𝐸;
𝐵𝑀𝜀 p𝐴q, 𝐵𝜀p𝐴q
або 𝐴𝜀
окiл множини 𝐴 в метричному просторi 𝑀 радiусу 𝜀
(
¤
𝑥P𝐴
𝐵𝑀𝜀 p𝑥q);
ℒ𝑝p𝜇q клас функцiй, iнтегровних за Лебегом в степенi 𝑝 за мi-
рою 𝜇;
ℬp𝑀q 𝜎-алгебра борелiвських пiдмножин простору 𝑀 ;
𝐶𝑝𝑏 p𝑀q клас обмежених тензорних полiв степеня гладкостi 𝑝 на
банаховому многовидi 𝑀 з обмеженою структурою;
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ВСТУП
Дисертацiя присвячена дослiдженню мiр на гладких нескiнченновимiрних
многовидах.
Актуальнiсть теми.
Потреба узагальнення понять класичного аналiзу на випадок функцiй не-
скiнченного аргументу i пов’язанi з ними об’єкти виникла цiлком природно у
зв’язку з розвитком математичної фiзики, зокрема, варiацiйного числення. Це
призвело до виникнення такої математичної дисциплiни як нескiнченновимiр-
ний аналiз. Незважаючи на те, що на початкових етапах перенесення понять
аналiзу на нескiнченновимiрний випадок вiдбувалося без особливих складно-
стей (диференцiальне числення, деякi простi задачi теорiї диференцiальних
рiвнянь), виявилося, що при переходi до iнтегрування i теорiї диференцiаль-
них рiвнянь математичної фiзики, при вивченнi яких необхiдне iнтегрування,
виникають серйознi труднощi.
Плiдним виявився напрям в теорiї iнтегрування, пов’язаний з розвитком
теорiї випадкових процесiв, починаючи з робiт Н. Вiнера i А.Н. Колмого-
рова. Особливостi iнтегрування у функцiональних просторах розглядаються
у роботах Р. Камерона i В. Мартiна, присвячених теорiї вiнерiвських iнте-
гралiв. Нескiнченновимiрнi диференцiальнi рiвняння також виникають у те-
орiї випадкових процесiв (наприклад, при вивченнi так званих статистичних
розв’язкiв еволюцiйних рiвнянь класичної математичної фiзики, починаючи з
роботи Є. Хопфа).
Iншим поштовхом для розвитку нескiнченновимiрного аналiзу були робо-
ти Фейнмана з квантової механiки та електродинамiки, в яких був введений i
використаний широковiдомий тепер “iнтеграл Фейнмана”. Але, як це часто бу-
ває у фiзицi, зроблено це було без необхiдного математичного обґрунтування.
З iншого боку в роботах Ю. Швiнгера з квантової електродинамiки з’явилися
рiвняння у функцiональних похiдних, якi також потребували для свого дослi-
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дження розвитку процедур iнтегрування в функцiональних просторах. Iншим
джерелом рiвнянь в функцiональних похiдних були також роботи Є. Хопфа зi
статистичної гiдродинамiки. Все це створило серйознi передумови для мате-
матичного розвитку нескiнченновимiрного аналiзу.
Важливим фактом, що визначає актуальнiсть теорiї мiри в рамках нескiн-
ченновимiрного аналiзу, стала особлива роль мiр в нескiнченновимiрному ана-
лiзi. Виявилося, що в нескiнченновимiрному просторi вiдсутня стандартна
мiра типу мiри Лебега (тобто ненульова мiра, яка є iнварiантною вiдносно
зсувiв), а тому немає канонiчного способу ототожнення мiр з узагальненими
функцiями за рахунок представлення їх щiльностями вiдносно мiри Лебега.
Таким чином, якщо у скiнченновимiрному випадку диференцiальнi власти-
востi мiр описуються в термiнах щiльностей мiр вiдносно мiри Лебега, то у
нескiнченновимiрному такої можливостi немає. В зв’язку з цим виникає необ-
хiднiсть розглядати одночасно i простiр функцiй, i простiр мiр окремо, а отже,
виникає необхiднiсть побудови аналiзу мiр, паралельного до аналiзу функцiй.
Таким чином, теорiя мiр стає дуже актуальним напрямком для розвитку нау-
ки, i природним є виникнення теорiї диференцiйовностi мiр та поверхневого
iнтегрування. Основна iдея теорiї диференцiйовних мiр полягає у перенесеннi
дiї диференцiальних операторiв безпосередньо на мiри, завдяки чому можна
отримати нескiнченновимiрний аналог формули iнтегрування частинами.
Теорiя диференцiйовних мiр вперше була запропонована С.В. Фомiним на
Мiжнародному конгресi математикiв у Москвi в 1966 роцi в якостi кандидату
на роль нескiнченновимiрного аналогу теорiї представлень Соболева-Шварца,
i пiсля цього отримала широкий розвиток. Перше детальне дослiдження ди-
ференцiйовних мiр на лiнiйних просторах було проведено В.I. Авербухом,
О.Г. Смоляновим, С.В. Фомiним у роботах [1, 2]. Iнше означення диферен-
цiйовностi мiр було введене А.В. Скороходом у книзi [39]. Основнi резуль-
тати всiх цих дослiджень коротко викладенi в книгах О.Г. Смолянова [40] та
Ю.Л. Далецького, С.В. Фомiна [21]. В 70–80-х роках значний розвиток ця те-
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матика отримала в роботах школи О.Г. Смолянова. Огляд основних досягнень
теорiї диференцiйовних мiр за перше двадцятилiття її iснування зроблено у
статтi В.I. Богачова та О.Г. Смолянова [4]. Деякi застосування вказаної теорiї
наведено у книгах Н.В. Норiна [53] та А.В. Угланова [56]. Загалом, з теорiї
диференцiйовних мiр i її застосувань опублiковано сотню робiт. Детальний
виклад результатiв, пов’язаних з диференцiальними властивостями мiр на не-
скiнченновимiрних просторах, наведено у монографiї В.I. Богачова [5].
Вихiдною цiллю для розвитку теорiї диференцiйовних мiр С.В. Фомiним
був розвиток теорiї псевдодиференцiальних операторiв для нескiнченновимiр-
них диференцiальних рiвнянь. Однак, як це часто буває з плiдними iдеями,
теорiя диференцiйовних мiр швидко переросла первиннi рамки i стала ефе-
ктивним знаряддям в широкому колi рiзноманiтних застосувань, таких як сто-
хастичний аналiз, квантова теорiя поля та нелiнiйний аналiз. На сьогоднiшнiй
день вона стрiмко розвивається та являю собою область, багату на цiкавi про-
блеми, важливi для проникнення в сутнiсть нескiнченновимiрних явищ.
Проблема побудови поверхневих мiр на поверхнях, вкладених у нескiн-
ченновимiрний простiр, є одним з ключових питань нескiнченновимiрного
аналiзу. Необхiднiсть теорiї iнтегрування викликана потребами теоретичної
фiзики та випадкових процесiв, однак складнiсть обумовлена неможливiстю
використання класичних пiдходiв скiнченновимiрного аналiзу. Застосування
теорiї iнтегрування є в багатьох областях, зокрема, у теорiї нескiнченновимiр-
них розподiлiв i диференцiальних рiвнянь, випадкових процесах, варiацiйному
численнi. Першi, початковi кроки в вирiшеннi даної задачi були запропонова-
нi А.В. Скороходом у роботi [39]. В роботах А.В. Угланова ([42, 56] та ряд
iнших робiт) був розвинений апарат поверхневого iнтегрування в просторах
Фреше. Iнший пiдхiд до побудови поверхневий мiр було запропоновано у ро-
ботах В.I. Богачова та О.В. Пугачова [37, 48]. Ю.В. Богданським у роботi [9]
розглянуто ще один спосiб побудови поверхневих мiр для поверхнi, вкладеної
в банахiв многовид.
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У сучасному аналiзi як по внутрiшнiм причинам, так i пiд стимулюючим
впливом теоретичної фiзики все бiльшу роль вiдiграють нелiнiйнi многовиди.
Змiстовнi аналiтичнi побудови на них є неможливими без теорiї iнтегруван-
ня, тою чи iншою мiрою пов’язаною з додатковими структурами. I якщо у
випадку нескiнченновимiрного лiнiйного простору з використанням гауссiв-
ських мiр вдається побудувати ослаблений варiант гармонiчного аналiзу, на
нелiнiйних многовидах немає i такої можливостi. В зв’язку з цим виникає
необхiднiсть опису достатньо широкого класу мiр, властивостi яких були б
узгодженими з гладкою структурою многовиду, а також алгебраїчними стру-
ктурами, що, можливо, на ньому наявнi. Таким класом є мiри, диференцiйовнi
уздовж векторних полiв. Вивчення їх властивостей являє собою важливу за-
дачу.
Банаховi многовиди з рiвномiрною структурою, що розглядаються у дисер-
тацiї, природним чином виникають у нескiнченновимiрному аналiзi та стоха-
стичнiй диференцiальнiй геометрiї при побудовi глобальних розв’язкiв сто-
хастичних диференцiальних рiвнянь ([20]). Наявнiсть вказаної структури до-
зволяє переносити на нескiнченновимiрний випадок базовi результати класи-
чного аналiзу (див. [9]). У роботi [49] подiбне означення розглядається i для
випадку Рiманових многовидiв.
Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами. Дисерта-
цiйна робота виконана на кафедрi математичних методiв системного аналiзу
Iнституту прикладного системного аналiзу Нацiонального технiчного унiвер-
ситету України “Київський полiтехнiчний iнститут iменi Iгоря Сiкорського” в
рамках iнiцiативної теми «Застосування математичних методiв в дослiджен-
нi iнтегральних характеристик детермiнованих та стохастичних складних си-
стем» (номер державної реєстрацiї 0118U003669).
Об’єкт дослiдження. Борелiвськi мiри на банахових многовидах з обме-
женою структурою.
Предмет дослiдження. Диференцiальнi властивостi борелiвських мiр
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уздовж векторних полiв на банахових многовидах з рiвномiрною структурою.
Мета i завдання дослiдження. Метою дослiдження є вивчення власти-
востей борелiвських мiр на банахових многовидах з обмеженою структурою.
Поставлена мета включая в себе виконання таких завдань:
– Дослiдити поняття неперервностi та диференцiйовностi борелiвських
мiр уздовж векторних полiв на банахових многовидах з рiвномiрною
структурою.
– Узагальнити на вказаний випадок критерiй слабкої диференцiйовностi
В.I. Богачова.
– Запропонувати альтернативний метод побудови поверхневих мiр на по-
верхнях скiнченної корозмiрностi, вкладених у нескiнченновимiрний ба-
нахiв многовид з обмеженою структурою.
– Встановити достатнi умови для iснування асоцiйованої поверхневої мi-
ри.
– Дослiдити транзитивнi властивостi запропонованої конструкцiї.
– Обґрунтувати адекватнiсть конструкцiї на прикладi скiнченновимiрних
просторiв та показати її узгодженiсть iз класичними результатами.
Методи дослiдження. У роботi використовувалися методи математичного
i функцiонального аналiзу, диференцiальних рiвнянь, теорiї мiри та диферен-
цiальної геометрiї.
Наукова новизна одержаних результатiв. Основнi результати дисерта-
цiйної роботи, якi визначають її наукову новизну та виносяться на захист,
наступнi:
– Отримано узагальнення критерiю слабкої диференцiйовностi за напрям-
ком В.I. Богачова для випадку диференцiйовностi уздовж векторних по-
лiв на банахових многовидах з рiвномiрною структурою.
– Запроваджено поняття асоцiйованої диференцiальної форми та строго
трансверсального набору векторних полiв для поверхонь скiнченної ко-
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розмiрностi, що вкладенi у банаховi многовиди з обмеженою структу-
рою.
– Запропоновано метод побудови асоцiйованих поверхневих мiр першого
та другого типiв. Виявлено достатнi умови iснування вiдповiдної по-
верхневої мiри.
– Доведено теорему “про узгодженiсть”, тобто однозначнiсть задання по-
верхневої мiри другого типу асоцiйованою диференцiальною формою,
незалежно вiд набору векторних полiв, використаних при побудовi.
– Показано транзитивнiсть асоцiйованих поверхневих мiр. Показано, що
при подвiйному вкладеннi поверхнi 𝑆 у многовид 𝑀 (𝑆 вкладена у Σ,
що в свою чергу вкладена у𝑀 ) безпосередня побудова поверхневої мiри
на 𝑆 при розглядi її вкладення в 𝑀 призводить до того ж результату, що
i двоетапна побудова через поверхневу мiру на Σ.
– Обґрунтовано адекватнiсть запропонованої конструкцiї на прикладi скiн-
ченновимiрного простору та рiманова многовиду.
Практичне значення одержаних результатiв. Дисертацiйна робота но-
сить теоретичний характер. Отриманi результати можуть мати подальше ви-
користання в рiзних роздiлах теорiї мiри та диференцiльної геометрiї.
Особистий внесок здобувача. Постановка задачi, визначення напрямку та
плану дослiдження належить науковому керiвнику здобувача доктору фiз.-мат.
наук, професору Ю. В. Богданському. За результатами дисертацiї автором опу-
блiковано 5 робiт [13], [15], [34], [33], [35], з них [13] та [15] у спiвавторствi з
науковим керiвником. У спiльних роботах особистi внески спiваторiв є рiвно-
цiнними.
Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дисертацiйної роботи до-
повiдались та обговорювалися на наукових конференцiях та семiнарах:
– Вiсiмнадцята мiжнародна наукова конференцiя iменi академiка Михайла
Кравчука, м. Київ, 7–10 жовтня 2017 року;
21
– Шiстнадцята мiжнародна науково-технiчна конференцiя SAIT 2014,
м. Київ, 26–30 травня 2014 року;
– конференцiя в рамках II туру Всеукраїнського конкурсу студентських
наукових робiт з математичних наук, м. Iвано-Франкiвськ, 20–22 березня
2014 року;
– Науковий семiнар “Числення Маллявена та його застосування” вiддiлу
теорiї випадкових процесiв Iнституту математики НАН України (керiв-
ник: проф. А.А. Дороговцев), 23 лютого 2016 року;
– Науковий семiнар “Алгебра i аналiз” ННК “IПСА” НТУУ “КПI” (керiв-
ник: проф. Ю. В. Богданський);
– Науковий семiнар кафедри математичного i функцiонального аналiзу
Прикарпатського нацiонального унiверситету iменi Василя Стефаника
(керiвник: д. ф.-м. н., проф. А. В. Загороднюк), 28 листопада 2018 року;
Публiкацiї. За результатами дисертацiйної роботи опублiковано 5 науко-
вих статей [13], [15], [34], [33], [35] у фахових виданнях та 3 роботи [14], [32],
[36] у матерiалах наукових конференцiй, двi з яких є мiжнародними. Стат-
тi [13], [15] та [34] опублiковано у журналi, який включено до наукометричної
бази Scopus.
Структура та обсяг дисертацiї. Дисертацiя складається з перелiку умов-
них позначень, вступу, чотирьох роздiлiв, висновкiв та списку використаних
джерел. Основний текст дисертацiї складає 173 сторiнки друкованого тексту,
перелiк використаних джерел налiчує 56 посилань.
Подяка. Автор висловлює подяку своєму науковому керiвниковi Ю.В. Бог-
данському за постановку задачi та цiннi поради.
Короткий змiст дисертацiї
У вступi до дисертацiї обґрунтовано актуальнiсть теми дисертацiйної ро-
боти, сформульовано мету роботи, визначено завдання i методи дослiдження,
висвiтлено наукову новизну отриманих результатiв. Розглянуто структуру ро-
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боти i коротко викладено змiст основної частини роботи, а також наведено
iнформацiю щодо апробацiї результатiв та публiкацiй за темою дисертацiї.
У першому роздiлi проведено огляд лiтератури за темою дисертацiйної
роботи. Розглянуто клас банахових многовидiв зi спецiальною рiвномiрною
структурою. Наведено основнi означення та властивостi з теорiї диференцi-
йовних мiр та вказано рiзнi пiдходи до визначення диференцiйовних мiр. На-
ведено огляд пiдходiв до побудови поверхневих мiр в нескiнченновимiрних
просторах.
Означення 1.1. Атлас Ω   p𝑈𝛼, 𝜙𝛼q( на банаховому многовидi 𝑀 нази-
вається обмеженим, якщо iснує число 𝐾 ¡ 0 таке, що вiдображення склейки
𝜙𝛽  𝜙1𝛼 для кожної пари карт атласа задовольняє умову:
𝑥 P 𝜙𝛼p𝑈𝛼 X 𝑈𝛽q ùñ
$&%
p𝜙𝛽  𝜙1𝛼 q1p𝑥q ¤ 𝐾,p𝜙𝛽  𝜙1𝛼 q2p𝑥q ¤ 𝐾.
Означення 1.3. Обмежений атлас Ω називається рiвномiрним, якщо iснує
таке 𝑟 ¡ 0, що для будь-якої точки 𝑝 P 𝑀 iснує така карта p𝑈,𝜙q P Ω, що
𝜙p𝑈q мiстить кулю в 𝐸 з центром в 𝜙p𝑝q радiуса 𝑟.
Другий роздiл присвячено поверхневим мiрам на поверхнях скiнченної
корозмiрностi на банахових многовидах з рiвномiрною структурою. Запропо-
новано метод побудови асоцiйованої мiри на поверхнi скiнченної корозмiр-
ностi за допомогою строго трансверсального до поверхнi набору векторних
полiв, якi попарно комутують. Пiд дiєю потоку вказаного набору векторних
полiв поверхня переходить у деякий окiл на многовидi, для якого визначено
вихiдну мiру. Граничним переходом одержується значення бажаної поверхне-
вої мiри.
Розглядаються обмеженi тензорнi поля 𝑇 на 𝑀 , тобто такi, для яких iснує
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число 𝐶 ¡ 0, що задовольняє умову:
 p𝑈𝛼, 𝜙𝛼q P Ω; 𝑥 P 𝜙𝛼p𝑈𝛼q ùñ 𝑇𝛼p𝑥q ¤ 𝐶; 𝑇 1𝛼p𝑥q ¤ 𝐶	.
Якщо задано два банаховi многовиди𝑀1 та𝑀2 з обмеженими атласами Ω1
та Ω2 вiдповiдно, то можна розглядати обмеженi морфiзми, тобто такi функцiї
𝑓 : 𝑀1 Ñ 𝑀2, для яких iснує таке число 𝐶 ¡ 0, що для кожної пари карт
p𝑈,𝜙q P Ω1 та p𝑉, 𝜓q P Ω2 виконується умова:
$&%𝑝 P 𝑈,𝑓p𝑝q P 𝑉. ùñ
$'&'%
p𝜓  𝑓  𝜙1q1 𝜙p𝑝q ¤ 𝐶,p𝜓  𝑓  𝜙1q2 𝜙p𝑝q ¤ 𝐶.
Введено поняття вкладеної поверхнi, асоцiйованої форми поверхнi та
трансверсального (строго трансверсального) до поверхнi набору векторних
полiв.
Нехай 𝑀 є зв’язним банаховим многовидом класу 𝐶2, надiленим обмеже-
ною структурою. Через 𝑇𝑥𝑀 позначатитемо дотичний простiр до 𝑀 в точцi
𝑥 P𝑀 .
Означення 2.1. Пiдмножину 𝑆  𝑀 назвемо (вкладеною) поверхнею в
𝑀 скiнченної корозмiрностi 𝑚, якщо iснує многовид 𝑁 з обмеженою стру-
ктурою, модельним простором якого є пiдпростiр 𝐸1 в 𝐸 корозмiрностi 𝑚,
вiдкритий окiл 𝑉 нуля 0⃗ P R𝑚 та обмежений iзоморфiзм 𝑔 : 𝑁  𝑉 Ñ 𝑈 𝑀
на вiдкриту пiдмножину 𝑈 в 𝑀 , для якого 𝑔
 
𝑁  t⃗0u  𝑆.
Означення 2.2. Нехай 𝑆 — поверхня в 𝑀 корозмiрностi 𝑚; 𝑔 : 𝑁  𝑉 Ñ
Ñ 𝑈  𝑀 — обмежений iзоморфiзм, що визначає вкладення поверхнi 𝑆 в
𝑀 ; 𝜔 — диференцiальна 𝑚-форма класу 𝐶1𝑏 , визначена на 𝑈 (або на бiльшiй
вiдкритiй пiдмножинi в 𝑀 ). Нехай для будь-якої точки 𝑥 P 𝑆 простiр 𝑇𝑥𝑆 є
асоцiйованим пiдпростором зовнiшньої форми 𝜔p𝑥q в просторi 𝑇𝑥𝑀

iнакше
кажучи, 𝑇𝑥𝑆 
 
𝑌 P 𝑇𝑥𝑀 | 𝑖𝑌 𝜔p𝑥q  0
(
, де 𝑖𝑌 — внутрiшнiй добуток зов-
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нiшньої форми 𝜔p𝑥q на вектор 𝑌
	
. Додатково припускаємо, що для деякого
(а тому i для будь-якого еквiвалентного) обмеженого атласу Ω на 𝑀 , пiд-
порядкованого данiй обмеженiй структурi, виконується умова: iснує 𝛼 ¡ 0
таке, що для кожного 𝜀 P p0, 𝛼q можна знайти 𝛿 ¡ 0, для якого для будь-
яких 𝑥 P 𝑆𝜀 i карти p𝑈,𝜙q P Ω в точцi 𝑥 (т.е. 𝑥 P 𝑈 ) для представлення
𝜔 в цiй картi має мiсце нерiвнiсть
𝜔𝜙 𝜙p𝑥q ¥ 𝛿. Тодi форму 𝜔 назвемо
асоцiйованою формою поверхнi 𝑆.
Означення 2.3. Набiр векторних полiв ?⃗?  t𝑍1, 𝑍2 . . . , 𝑍𝑚u назвемо
трансверсальним до 𝑆, якщо для кожної точки 𝑥 P 𝑆 має мiсце нерiвнiсть:
𝜔p?⃗?qp𝑥q : 𝜔p𝑍1, . . . , 𝑍𝑚qp𝑥q  0 i строго трансверсальним до 𝑆, якщо iснує
𝛼 ¡ 0 таке, що для кожного 𝜀 P p0, 𝛼q iснує 𝛿 ¡ 0 таке, що для будь-якого
𝑥 P 𝑆𝜀 має мiсце нерiвнiсть:
𝜔p?⃗?qp𝑥q ¥ 𝛿.
Наступна лема гарантує коректнiсть останнього означення.
Лема 2.1. Означення трансверсальностi та строгої трансверсальностi
до 𝑆 набору векторних полiв ?⃗? не залежить вiд вибору асоцiйованої форми 𝜔
поверхнi 𝑆.
Для поверхнi 𝑆 розглядаються “внутрiшнi околи” 𝑆𝜀, 𝜀 ¡ 0:
𝑆𝜀 
 
𝑥 P 𝑆 | 𝜌p𝑥,𝑀z𝑈q ¥ 𝜀(.
Тодi множини 𝑆𝜀 збiгають до 𝑆 при 𝜀 × 0 (тобто утворюють направленiсть
вкладених множин, для яких
¤
𝜀¡0
 𝑆). Таким чином для побудови поверхневої
мiри на 𝑆 достатньо побудувати узгодженi мiж собою мiри на множинах 𝑆𝜀.
Позначимо через Φ𝑋𝑡  Φ𝑋p𝑡; q потiк векторного поля 𝑋 (визначений ло-
кально) i для набору векторних полiв ?⃗?  t𝑍1, 𝑍2 . . . , 𝑍𝑚u, що попарно кому-
тують, для ?⃗?  p𝑡1, . . . , 𝑡𝑚q P R𝑚 покладемо: Φ?⃗??⃗? : Φ
𝑍1
𝑡1 Φ
𝑍2
𝑡2 . . .Φ
𝑍𝑚
𝑡𝑚 (значення
Φ?⃗?
?⃗?
не залежить вiд порядку множникiв завдяки комутацiї). Покладемо також
Φ?⃗?
?⃗?
𝐴 : tΦ?⃗?
?⃗?
p𝑥q | 𝑥 P 𝐴u, Φ?⃗?𝑊𝐴 : tΦ?⃗??⃗? p𝑥q | ?⃗? P 𝑊 ;𝑥 P 𝐴u.
Наступнi два результати показують, що пiд дiєю сумiсного потоку строго
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трансверсального до 𝑆 набору векторних полiв, що попарно комутують, при
малих 𝑟 множина 𝐵𝑟  𝑆𝜀 гомеоморфно вiдображується в область на много-
видi𝑀 (тут i далi через 𝐵𝑟 позначено вiдкриту кулю радiусу 𝑟 в R𝑚 з центром
в нулi).
Теорема 2.1. Нехай 𝑆 — вкладена в 𝑀 поверхня корозмiрностi 𝑚;
𝑔 : 𝑁  𝑉 Ñ 𝑈  𝑀 — обмежений iзоморфiзм, що визначає 𝑆. Нехай на-
бiр ?⃗?  t𝑍1, . . . , 𝑍𝑚u векторних полiв класу 𝐶1𝑏 p𝑈q, що попарно комуту-
ють, є строго трансверсальним до поверхнi 𝑆. Крiм того нехай для заданого
𝜀 ¡ 0 iснують такi 𝑟0 ¡ 0 та 𝑟1 ¡ 0, що вiдображення Φ?⃗? є визначеним на
𝐵𝑟1p𝑆𝜀q 𝐵𝑟0. Тодi iснує окiл 𝑊  𝑊 p𝜀q нуля в R𝑚 такий, що:
а) вiдображення Φ?⃗? : 𝑆𝜀 𝑊 Q p𝑥, ?⃗? q ÞÑ Φ?⃗??⃗? 𝑥 P Φ?⃗?𝑊𝑆𝜀 взаємно однозначне;
б) iснує окiл 𝑊1 нуля в R𝑚, для якого Φ?⃗?𝑊𝑆𝜀  𝑔p𝑁2𝜀 𝑊1q.
Лема 2.6. Нехай 𝜀 ¡ 0 i вiдображення Φ: 𝑆𝜀 𝑊 Ñ Φ?⃗?𝑊𝑆𝜀  𝑈 побудо-
вано згiдно з теоремою 2.1. Тодi iснує таке 𝑝 ¡ 0, що 𝐵2𝑝  𝑊 i вiдображе-
ння Ψ  Φ
𝑆𝜀𝐵𝑝
: 𝑆𝜀  𝐵𝑝 Ñ Φ?⃗?𝐵𝑝𝑆𝜀 — гомеоморфiзм 𝑆𝜀  𝐵𝑝 на замкнену
пiдмножину многовиду 𝑀 .
Якщо 𝜇 — скiнченна борелiвська мiра на 𝑀 , то для кожної борелiвської
множини 𝐴 P ℬp𝑆𝜀q можна розглянути мiру 𝑤𝐴 на ℬp𝐵𝑝q, визначену форму-
лою:
𝑤𝐴p𝐵q  𝑤?⃗?𝐴 p𝐵q  𝜇pΦ?⃗?𝐵𝐴q,
а для кожної множини 𝐵 P ℬp𝐵𝑝q розглянути мiру 𝜈𝐵 на ℬp𝑆𝜀q, визначену
рiвнiстю:
𝜈𝐵p𝐴q  𝑤𝐴p𝐵q  𝜇pΦ?⃗?𝐵𝐴q.
Нехай 𝜆𝑚 — iнварiантна мiра Лебега на R𝑚, 𝐴 P ℬp𝑆𝜀q. Розглянемо гра-
ницю:
𝑑𝑤𝐴
𝑑𝜆𝑚
p⃗0q : lim
𝑟Ñ0
𝑤𝐴p𝐵𝑟q
𝜆𝑚p𝐵𝑟q  lim𝑟Ñ0
1
𝜆𝑚p𝐵𝑟q 𝜈𝐵𝑟p𝐴q. (1)
Якщо вказана границя iснує для кожного 𝐴 P ℬp𝑆𝜀q, тодi вона задає скiн-
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ченну борелiвську мiру 𝜎?⃗?,𝜀 на 𝑆𝜀. Оскiльки значення 𝜎?⃗?p𝐴q не залежить вiд
𝜀 ¡ 0, мiри 𝜎?⃗?,𝜀 коректно продовжуються до (не обов’язково скiнченної) мiри
𝜎?⃗? на ℬp𝑆q.
Означення 2.4. Мiру 𝜎?⃗?  𝜎?⃗?r𝜇s, що визначається рiвнiстю (1) назвемо
поверхневою мiрою першого типу на 𝑆 (що породжена набором полiв ?⃗?).
Наступна теорема встановлює достатнi умови iснування поверхневої мiри
першого типу.
Теорема 2.2. Нехай 𝑆 — вкладена в 𝑀 поверхня корозмiрностi 𝑚,
i 𝑔 : 𝑁  𝑉 Ñ 𝑈  𝑀 — вiдповiдний обмежений iзоморфiзм; ?⃗? 
 t𝑍1, . . . , 𝑍𝑚u — строго трансверсальний до 𝑆 набiр визначених на 𝑈 або
на бiльшiй вiдкритiй пiдмножинi r𝑈  𝑀 повних векторних полiв класу 𝐶1𝑏 ,
що попарно комутують. Крiм того, покладемо вiдображення Φ: 𝑆  R𝑚 Q
Q p𝑥, ?⃗? q ÞÑ Φ?⃗?
?⃗?
𝑥 P Φ?⃗?R𝑚𝑆 взаємно однозначним. Нехай 𝜇 — скiнченна борелiв-
ська мiра на 𝑀 , i для кожного монотонно зростаючого набору натуральних
чисел 1 ¤ 𝑘1   𝑘2   . . .   𝑘𝑠 ¤ 𝑚
 
𝑠 P t1, 2, . . . ,𝑚u iснує 𝑑𝑍𝑘1𝑑𝑍𝑘2 . . . 𝑑𝑍𝑘𝑠𝜇
(на областi визначення векторних полiв з набору ?⃗?). Тодi для кожного 𝜀 ¡ 0 i
𝐴 P ℬp𝑆𝜀q iснує границя, визначена формулою (1).
Будемо називати трiйку p𝑆, ?⃗?, 𝜇q узгодженою, якщо вона задовольняє умо-
ви теореми 2.2.
Означення 2.5. Трiйку p𝑆, ?⃗?, 𝜇q будемо називати узгодженою, якщо:
- 𝑆 — вкладена в 𝑈 𝑀 поверхня корозмiрностi 𝑚;
- ?⃗?  t𝑍1, . . . , 𝑍𝑚u — строго трансверсальний до 𝑆 набiр векторних полiв
класу 𝐶1𝑏 pr𝑈q, де 𝑈  r𝑈  𝑀 . При цьому поля з набору ?⃗? є повними та
попарно комутують, i крiм того вiдображення потоку Φ: 𝑆  R𝑚 Ñ Φ?⃗?R𝑚𝑆
взаємно однозначне;
- 𝜇 — скiнченна борелiвська мiра на 𝑀 (або хоча б на r𝑈 ), для якої для
кожного монотонно зростаючого набору натуральних чисел 1 ¤ 𝑘1   𝑘2  
  . . .   𝑘𝑠 ¤ 𝑚
 
𝑠 P t1, 2, . . . ,𝑚u iснує 𝑑𝑍𝑘1𝑑𝑍𝑘2 . . . 𝑑𝑍𝑘𝑠𝜇 на ℬpr𝑈q.
У випадку узгодженої трiйки для кожної множини 𝐴 P ℬp𝑆q має мiсце
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рiвнiсть:
𝜎?⃗?p𝐴q  p𝑑𝑋1𝑑𝑋2 . . . 𝑑𝑋𝑚𝜇qp p𝐴q, де p𝐴  Φ?⃗?𝐶𝐴; 𝐶  𝑚¡
𝑘1
p8, 0s,
звiдки випливає обмеженiсть варiацiї мiри 𝜎?⃗? на
 
𝑆,ℬp𝑆q.
Будемо розглядати також узгодженi в широкому сенсi трiйки, якi не
обов’язково задовольняють умови теореми 2.2, проте для них визначено по-
верхневу мiру.
Означення 2.6. Трiйку p𝑆, ?⃗?, 𝜇q, в якiй строго трансверсальний до 𝑆 на-
бiр векторних полiв, що попарно комутують, визначено при кожному 𝜀 ¡ 0
лише на деякому околi поверхнi 𝑆𝜀 (вимога повноти полiв вiдсутня), але iсну-
ють такi 𝑟0p𝜀q ¡ 0 та 𝑟1p𝜀q ¡ 0, що вiдображення Φ?⃗? є визначеним на
p𝑆𝜀q𝑟1p𝜀q 𝐵𝑟0p𝜀q i при цьому для кожної множини 𝐴 P ℬp𝑆𝜀q визначено гра-
ницю (1), а тому i вiдповiдну мiру 𝜎?⃗?r𝜇s, назвемо узгодженою в широкому
сенсi.
Далi передбачається, що мiра 𝜇 є невiд’ємною.
Нехай 𝑓 — обмежена борелiвська функцiя на 𝑆 i 𝜀 ¡ 0. Тодi функцiя p𝑓 ,
отримана продовженням 𝑓 першим iнтегралом кожного векторного поля 𝑍𝑘
на деякий окiл 𝑆𝜀 вигляду 𝑔p𝑁 𝜀2  𝑊1q, належить до класу 𝐶1𝑏 . Наступна
лема показую, що при домноженнi векторних полiв на функцiю p𝑓 вiдповiдна
поверхнева мiра домножується на 𝑓𝑚 (похiдна Радона-Нiкодима).
Лема 2.8. Нехай трiйка p𝑆, ?⃗?, 𝜇q узгоджена в широкому сенсi; функцiяp𝑓 належить до класу 𝐶1𝑏 ; p𝑓 𝑆 𝑓 i для кожного 𝜀 ¡ 0 функцiя p𝑓 є пер-
шим iнтегралом векторних полiв 𝑍𝑘 системи ?⃗? в деякому околi 𝑆𝜀 вигляду
𝑔p𝑁 𝜀2 𝑊1q; inf𝑆 𝑓 ¡ 0. Тодi трiйка p𝑆,
p𝑓?⃗?, 𝜇q узгоджена в широкому сенсi i
виконується рiвнiсть
𝜎 p𝑓?⃗?r𝜇s  𝑓𝑚  𝜎?⃗?r𝜇s.
Основним результатом роздiлу є наступна теорема, згiдно з якою поверхне-
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ва мiра першого типу не залежить вiд вибору строго трансверсального набору
векторних полiв ?⃗? , використаного при обчисленнi границi, а лише вiд значень𝜔p?⃗?q 
𝑆
.
Теорема 2.3. Нехай на 𝑀 задано рiвномiрний атлас Ω; 𝜔 — асоцiйована
𝑚-форма поверхнi 𝑆, вкладеної в 𝑀 ; трiйки p𝑆, ?⃗? , 𝜇q i p𝑆, ?⃗?, 𝜇q узгодженi.
Нехай
𝜔p?⃗?q 
𝑆
 𝜔p?⃗? q 
𝑆
. Тодi 𝜎?⃗?  𝜎?⃗? .
Твердження теореми 2.3 залишається вiрним також у тому випадку, коли
трiйки t𝑆, ?⃗? , 𝜇u i t𝑆, ?⃗?, 𝜇u узгодженi в широкому сенсi i при цьому мiри 𝜎?⃗? i
𝜎?⃗? є скiнченними на 𝑆.
Нехай трiйки t𝑆, ?⃗? , 𝜇u та t𝑆, ?⃗?, 𝜇u узгодженi. Тодi вiдповiдно до останньої
теореми мiри
1𝜔p?⃗? q 
𝑆
 𝜎?⃗? i
1𝜔p?⃗?q 
𝑆
 𝜎?⃗? спiвпадають на
 
𝑆,ℬp𝑆q. Тим
самим можливим стає введення поняття поверхневої мiри другого типу, яка
залежить лише вiд асоцiйованої форми поверхнi, та не залежить вiд вибору
строго трансверсального до поверхнi набору векторних полiв.
Означення 2.7. Поверхневою мiрою другого типу на 𝑆, iндукованою мiрою
𝜇 i асоцiйованою формою 𝜔, назвемо мiру 𝜇𝜔  1𝜔p?⃗?q 
𝑆
 𝜎?⃗? , де ?⃗? — строго
трансверсальний до 𝑆 набiр векторних полiв класу 𝐶1𝑏 p𝑀q, якi попарно кому-
тують i для яких трiйка p𝑆, ?⃗?, 𝜇q узгоджена.
Наступнi два приклади гарантують iснування асоцiйованої форми та стро-
го трансверсального до поверхнi набору векторних полiв, що попарно кому-
тують. Таким чином, використання запропонованої конструкцiї є можливим
для будь-якої вкладеної поверхнi скiнченної корозмiрностi i достатньо гладкої
мiри.
Приклад 2.1. Нехай 𝑔 : 𝑁  𝑉 Ñ 𝑔p𝑁  𝑉 q  𝑈  𝑀 — обмежений
iзоморфiзм, що визначає вкладену поверхню 𝑆 корозмiрностi 𝑚. Нехай 𝐵𝑟 —
куля радiусу 𝑟 ¡ 0 з центром в 0⃗, компактно вкладена в 𝑉 (𝐵𝑟  𝑉 ); ℎ —
неперервно диференцiйовна функцiя на 𝑉 , для якої ℎp⃗0q  0, ℎp?⃗?q  0 для
?⃗? R 𝐵𝑟. Нехай 𝑃2 — проекцiя 𝑁  𝑉 на 𝑉 . Тодi визначена на 𝑈 𝑚-форма 𝜔 
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  𝑔1 𝑃 2 pℎ 𝑑𝑡1^𝑑𝑡2^. . .^𝑑𝑡𝑚q задовольняє всi умови𝑚-форми, асоцiйованої
з поверхнею 𝑆.
Приклад 2.2. Нехай 𝑔 : 𝑁  𝑉 Ñ 𝑈  𝑀 — обмежений iзоморфiзм, який
визначає 𝑆, i нехай куля 𝑊  𝐵𝑟  R𝑚 компактно вкладена в 𝑉 . Вiдображе-
ння 𝑓 : ?⃗? ÞÑ 2𝑟
𝜋
 arctg }?⃗?}}?⃗?} ?⃗? (?⃗?  0), ℎp⃗0q  0⃗ дифеоморфно вiдображує R
𝑚 на
кулю 𝑊  𝐵𝑟p⃗0q  R𝑚. Нехай 𝜉1, . . . , 𝜉𝑚 — векторнi поля на 𝑊 , 𝑓 -зв’язанi з
полями
B
B𝑠1 , . . . ,
B
B𝑠𝑚 на R
𝑚, а поля 𝜂1, . . . , 𝜂𝑚 на 𝑉 отриманi продовженням
полiв 𝜉𝑘 нулем ззовнi𝑊 . Якщо 𝑃 : 𝑁 𝑉 Ñ 𝑉 — проекцiя на другий множник,
то поля 𝑌1, . . . , 𝑌𝑚 на 𝑁  𝑉 , 𝑃 -зв’язанi з полями 𝜂1, . . . , 𝜂𝑚, попарно кому-
тують та утворюють строго трансверсальний набiр до поверхнi 𝑁  t⃗0u.
Тодi набiр векторних полiв 𝑍1, . . . , 𝑍𝑚, 𝑔-зв’язаних з 𝑌1, . . . , 𝑌𝑚, задовольняє
вимоги, накладенi на систему полiв в теоремi 2.2.
Третiй роздiл присвячено вивченню транзитивних властивостей асоцiйо-
ваних поверхневих мiр та дослiдженню узгодженостi запропонованої констру-
кцiї з класичними результатами. Розглядається випадок подвiйного вкладення
поверхонь, тобто ситуацiя, коли поверхня Σ вкладена в𝑀 , а поверхня 𝑆 вкла-
дена у Σ. В такому разi 𝑆 можна також розглядати як вкладену в𝑀 поверхню
(скiнченної корозмiрностi). Показано, що поверхневу мiру на 𝑆 можна буду-
вати як вкладенням 𝑆 в 𝑀 безпосередньо, так i в два етапи, будуючи споча-
тку поверхневу мiру на Σ, а потiм асоцiйовану з нею поверхневу мiру на 𝑆.
Обидва пiдходи призводять до еквiвалентних результатiв. Розглянуто два при-
клади застосування конструкцiї поверхневих мiр та показано її адекватнiсть
класичним результатам. Побудовано мiру, асоцiйовану з мiрою Лебега, на по-
верхнi, вкладенiй у скiнченновимiрний простiр R𝑛, а також поверхневу мiру,
асоцiйовану з мiрою об’єму, на поверхнi, вкладенiй у рiманiв многовид.
Нехай 𝑀 — банахiв многовид з рiвномiрною структурою. Вважаємо, що
Σ  𝑀 — вкладена в 𝑀 поверхня корозмiрностi 𝑚, 𝑔1 : 𝑁1  𝑉1 Ñ 𝑈  𝑀 —
вiдповiдний iзоморфiзм, для якого Σ  𝑔1
 
𝑁1  t⃗0R𝑚u

. Нехай тепер 𝑆 —
вкладена в Σ поверхня корозмiрностi 𝑛, 𝑔2 : 𝑁2  𝑉2 Ñ 𝑈1  Σ — вiдповiдний
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iзоморфiзм, 𝑆  𝑔2
 
𝑁2  t⃗0R𝑛u

. Тодi 𝑆 також являє собою вкладену в 𝑀
поверхню корозмiрностi 𝑚   𝑛, вiдповiдний iзоморфiзм позначатитемо через
ℎ : 𝑁2  𝑉2  𝑉1 Ñ r𝑈 𝑀 , причому 𝑆  ℎ 𝑁2  t⃗0R𝑚 𝑛u i Σ r𝑈  𝑈1.
Наступний результат встановлює зв’язок мiж асоцiйованими формами
вкладень Σ в 𝑀 , 𝑆 в Σ та 𝑆 в 𝑀 .
Лема 3.1. Нехай 𝛼 — асоцiйована 𝑚-форма вкладення поверхнi Σ в 𝑀 , а
𝛽 — диференцiальна 𝑛-форма класу 𝐶1𝑏 на r𝑈 , обмеження якої r𝛽 на Σ r𝑈  𝑈1
збiгається з асоцiйованою 𝑛-формою вкладення поверхнi 𝑆 в Σ. Тодi визначе-
на на r𝑈 диференцiальна p𝑚   𝑛q-форма 𝜔  𝛼 ^ 𝛽 є асоцiйованою формою
вкладення 𝑆 в 𝑀 .
Пiдмножина 𝑈1  Σ також являє собою вкладену в 𝑀 поверхню, i вiдпо-
вiдний iзоморфiзм 𝑔1 : 𝑁1 𝑉1 Ñ r𝑈 𝑀 є звуженням 𝑔1 на множину 𝑁1 𝑉1,
де 𝑁1  t⃗0u  p𝑔1q1p𝑈1q  𝑁1  t⃗0u. При цьому асоцiйованiсть форм i строга
трансверсальнiсть наборiв векторних полiв зберiгається.
Будуємо такий строго трансверсальний до 𝑆 (при вкладеннi в 𝑀 ) набiр
повних векторних полiв ?⃗?  t𝑋1, . . . , 𝑋𝑚 𝑛u класу 𝐶1𝑏 pr𝑈q, що попарно кому-
тують, для якого виконується умови:
1) поля 𝑋1, . . . , 𝑋𝑛 є дотичними до поверхнi 𝑈1;
2) пiднабiр полiв ⃗𝑋  t𝑋𝑛 1, . . . , 𝑋𝑚 𝑛u строго трансверсальний до 𝑈1;
3) набiр ?⃗?  t𝑌1, . . . , 𝑌𝑛u обмежень на 𝑈1 полiв 𝑋𝑘, 𝑘 ¤ 𝑛, строго транс-
версальний до 𝑆 при її вкладеннi в Σ;
4) вiдображення Φ
⃗
𝑋 : Σ R𝑚 Ñ Φ⃗𝑋R𝑚Σ взаємно однозначне.
Наступнi два результати показують транзитивнiсть асоцiйованих поверх-
невих мiр першого та другого типiв.
Теорема 3.1. Нехай ?⃗?  t𝑋1, . . . , 𝑋𝑚 𝑛u — строго трансверсальний до
𝑆 набiр визначених на 𝑈 повних полiв класу 𝐶1𝑏 , що попарно комутують,
причому поля 𝑋1, . . . , 𝑋𝑛 є дотичними до поверхнi Σ, а пiднабiр полiв
⃗
𝑋 
 t𝑋𝑛 1, . . . , 𝑋𝑚 𝑛u строго трансверсальний до Σ, i при цьому вiдображення
Φ
⃗
𝑋 : Σ  R𝑚 Ñ Φ⃗𝑋R𝑚Σ взаємно однозначне. Крiм того, набiр ?⃗?  t𝑌1, . . . , 𝑌𝑛u
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обмежень на Σ векторних полiв 𝑋𝑘 (𝑘  1, 2, . . . , 𝑛) класу 𝐶1𝑏 є строго транс-
версальним до 𝑆 при її вкладеннi в Σ. Тодi, якщо трiйка p𝑆, ?⃗?, 𝜇q є узгодже-
ною, то узгодженими є також трiйки pΣ, ⃗𝑋,𝜇q та p𝑆, ?⃗? , 𝜎⃗
𝑋
q (при вкладеннi
𝑆 в Σ), i при цьому
𝜎?⃗?  𝜎?⃗? r𝜎⃗𝑋s.
Теорема 3.2. Нехай в умовах леми 3.1𝑚-форма 𝛼 є замкненою. Тодi 𝜇𝛼^𝛽 
 p𝜇𝛼qr𝛽.
При побудовi асоцiйованих поверхневих мiр похiдна Радона-Нiкодима збе-
рiгається, що стверджується у наступнiй лемi.
Лема 3.3. Нехай трiйка p𝑆, ?⃗?, 𝜇q узгоджена; функцiя p𝑓 визначена в обла-
стi, де заданi векторнi поля з набору ?⃗?, i належить до класу 𝐶1𝑏 ; p𝑓 є першим
iнтегралом полiв 𝑍𝑘 набору ?⃗? i p𝑓 𝑆 𝑓 . Тодi трiйка p𝑆, ?⃗?, p𝑓  𝜇q узгоджена i
має мiсце рiвнiсть:
𝜎?⃗?r p𝑓  𝜇s  𝑓  𝜎?⃗?r𝜇s. (2)
Якщо ж трiйка p𝑆, ?⃗?, 𝜇q є узгодженою в широкому сенсi, а функцiя p𝑓 визна-
чена i належить до класу 𝐶1𝑏 лише в околах вигляду 𝑔p𝑁 𝜀2 𝑊1q, тодi трiйка
p𝑆, ?⃗?, p𝑓 𝜇q також є узгодженою в широкому сенсi i виконується рiвнiсть (2).
Адекватнiсть конструкцiї поверхневих мiр пiдтверджується на прикладi
вкладеної в R𝑚 поверхнi 𝑆 корозмiрностi 𝑘   𝑚, заданої вiдповiдно до озна-
чення 2.1 обмеженим 𝐶2𝑏 -iзоморфiзмом 𝑔 : 𝐷  𝑉 Ñ 𝑈  R𝑚, де 𝐷  R𝑚𝑘,
𝑉  R𝑘, 𝑔 𝐷  t⃗0u  𝑆.
В якостi строго трансверсального до 𝑆 набору векторних полiв, що попар-
но комутують, можна взяти набiр ?⃗?  t𝑋1, . . . , 𝑋𝑘u полiв на 𝑈 , 𝑔-зв’язаних з
постiйними векторними полями 𝑌𝑖 

0⃗𝑚𝑘 𝑖1
1
0⃗𝑘𝑖
— одиниця на p𝑚 𝑘  𝑖q-
iй позицiї, 𝑖  1, . . . , 𝑘. Поверхнева мiра 𝜎?⃗? першого типу на 𝑆 визначається
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рiвнiстю:
𝜎?⃗?p𝐴q  lim𝑟Ñ0
𝜆𝑚
 
Φ?⃗?𝐵𝑟p𝐴q

𝜆𝑘p𝐵𝑟q 
»
𝑔1𝐷 p𝐴q
det 𝑔1p?⃗?, 0⃗q 𝑑?⃗?, 𝐴 P ℬp𝑆q,
де через 𝑔𝐷 позначено функцiю 𝑧  p𝑧1, . . . , 𝑧𝑚𝑘q ÞÑ 𝑔p𝑧1, . . . , 𝑧𝑚𝑘, 0⃗q P 𝑆,
визначену на 𝐷.
Асоцiйованою формою поверхнi 𝑆 є диференцiальна 𝑘-форма 𝜈 
 p𝑔1qp𝑑𝑡𝑚𝑘 1 ^ . . . ^ 𝑑𝑡𝑚q на 𝑈 . Поверхнева мiра другого типу на 𝑆,
iндукована мiрою 𝜆𝑚 та нормованою асоцiйованою формою 𝜔p?⃗?q  𝜈p?⃗?q}𝜈p?⃗?q} ,
збiгається з класичною площею:
𝜎𝜔p𝐴q 
¼
𝑔1𝐷 p𝐴q
b
detr𝑔𝐷1p?⃗?q𝑇𝑔𝐷1p?⃗?qs 𝑑?⃗?, 𝐴 P ℬp𝑆q. (3)
У випадку, коли поверхня 𝑆 є графiком функцiї 𝑓 : 𝐷 Ñ R класу
𝐶2𝑏 , 𝐷  R𝑚1, функцiю 𝑔 : 𝐷  p𝛿, 𝛿q Ñ R𝑚 можна задати рiвнiстю
𝑔p𝑧1, . . . , 𝑧𝑚1, 𝑡q  p𝑧1, . . . , 𝑧𝑚1, 𝑡   𝑓p?⃗?𝑚1qq, i тодi формула (3) перетвори-
ться у загальновiдому формулу площi поверхнi:
𝜎𝜔p𝐴q 
¼
𝜋𝑚1p𝐴q
b
1  grad𝑓p?⃗?q2 𝑑?⃗?, 𝐴 P ℬp𝑆q,
де 𝜋𝑚1 — оператор проектування на першi 𝑚 1 координат.
Розглянуто також приклад рiманового многовиду з рiвномiрною стру-
ктурою (з модельним простором R𝑚). Нехай задано рiманiв многовид 𝑀
i вкладена в його компактну пiдмножину 𝑈 замкнена поверхня 𝑆, тобто
𝑆  𝑔 𝑁  t⃗0u, де 𝑔 : 𝑁  𝐷 Ñ 𝑈  𝑀 — 𝐶2𝑏 -iзоморфiзм, 𝑁 — многовид
з обмеженою структурою, моделлю якого є R𝑚𝑘, 𝐷 — вiдкритий окiл ну-
ля в R𝑘. Тодi 𝑆 також являє собою рiманiв многовид з рiмановим тензором,
що iндукується вкладенням. На 𝑈 рiманiв тензор 𝑇 задає мiру об’єму 𝑉 , а
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iндукований тензор r𝑇 визначає мiру об’єму r𝑉 на 𝑆.
Диференцiальна 𝑘-форма 𝜈  p𝑔1q𝑃 p𝑑𝑡1^. . .^𝑑𝑡𝑘q на 𝑈 , де 𝑃 : 𝑁𝐷 Ñ
Ñ 𝐷 — проекцiя на другу координату, є асоцiйованою формою поверхнi 𝑆.
Для асоцiйованої 𝑘-форми 𝜔, отриманої нормуванням 𝜈 (за рiмановою нор-
мою), асоцiйована з мiрою об’єму 𝑉 поверхнева мiра другого типу спiвпадає
з мiрою об’єму r𝑉 на 𝑆, що обґрунтовує адекватнiсть конструкцiї.
Четвертий роздiл присвячено дослiдженню слабкої диференцiйовностi
мiр уздовж векторних полiв. Отримано ряд критерiїв для слабкої диферен-
цiйовностi. Основним результатом роздiлу є узагальнення критерiю слабкої
диференцiйовностi В.I. Богачова, який описує диференцiйовнiсть мiри 𝜇 че-
рез лiпшицевiсть функцiй 𝑡 ÞÑ 𝜇𝑡p𝐴q, 𝐴 P ℬp𝑀q.
Для борелiвської мiри 𝜇 на банаховому многовидi 𝑀 з рiвномiрною стру-
ктурою i обмеженого векторного поля 𝑋 з потоком Φ𝑡 розглядається зсув
𝜇𝑡  𝜇  Φ𝑡 мiри 𝜇 вздовж 𝑋 . Вiдомими є означення неперервностi та ди-
ференцiйовностi мiри уздовж векторного поля, що узагальнюють вiдповiднi
властивостi за напрямком.
Означення 4.1. Борелiвська 𝜇 називається неперервною вздовж вектор-
ного поля 𝑋 , якщо
lim
𝑡Ñ0
}𝜇𝑡  𝜇}  0.
Означення 4.2. Мiра 𝜇 називається диференцiйовною за Фомiним (в силь-
ному сенсi) вздовж векторного поля 𝑋 , якщо для кожної множини 𝐴 P ℬp𝑀q
функцiя 𝑡 ÞÑ 𝜇𝑡p𝐴q є диференцiйовною на R.
Означення 4.3. Мiра 𝜇 називається диференцiйовною за Скороходом (в
слабкому сенсi) вздовж векторного поля 𝑋 , якщо для кожної функцiї 𝑓 P
P 𝐶𝑏p𝑀q функцiя
𝐹𝑓p𝑡q 
»
𝑀
𝑓
 
Φ𝑡p𝑥q

𝜇p𝑑𝑥q 
»
𝑀
𝑓 𝑑𝜇𝑡
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є диференцiйовною на R.
Наступнi два критерiї демонструють зв’язок мiж сильною та слабкою ди-
ференцiйовнiстю.
Теорема 4.1. Мiра 𝜇 диференцiйовна за Фомiним вздовж векторного поля
𝑋 тодi i тiльки тодi, коли iснує така мiра 𝜈 на ℬp𝑀q, що
𝜇𝑡p𝐴q  𝜇p𝐴q  
𝑡»
0
𝜈𝑠p𝐴q 𝑑𝑠, @𝐴 P ℬp𝑀q, 𝑡 P R.
i при цьому виконується одна з двох умов: 𝜈 неперервна вздовж 𝑋 або 𝜈
абсолютно неперервна вiдносно 𝜇. При цьому 𝑑𝑋𝜇  𝜈.
Теорема 4.2. Наступнi умови є еквiвалентними:
1) Мiра 𝜇 диференцiйовна за Скороходом уздовж векторного поля 𝑋 .
2) Iснує така мiра 𝜈 на ℬp𝑀q, що для всiх множин 𝐴 P ℬp𝑀q i всiх 𝑡 P R
виконується рiвнiсть
𝜇𝑡p𝐴q  𝜇p𝐴q  
𝑡»
0
𝜈𝑠p𝐴q 𝑑𝑠.
3) Iснує така мiра 𝜈 на ℬp𝑀q, що для всiх функцiй 𝑓 P 𝐶𝑏p𝑀q виконується
рiвнiсть
»
𝑀
𝑓p𝑥q p𝜇𝑡  𝜇qp𝑑𝑥q 
𝑡»
0
»
𝑀
𝑓
 
Φ𝑠p𝑥q

𝜈p𝑑𝑥q 𝑑𝑠, @ 𝑡 P R. (4)
4) Iснує мiра така 𝜈 на ℬp𝑀q, що рiвнiсть (4) виконується для будь-якої
обмеженої борелiвської функцiї 𝑓 на 𝑀 .
При цьому мiра 𝜈, визначена в умовах 2-4, збiгається з похiдною Скорохода
мiри 𝜇.
Таким чином сильна диференцiйовнiсть мiри 𝜇 еквiвалентна її слабкiй ди-
ференцiйовностi при абсолютно неперервнiй вiдносно 𝜇 похiднiй Скорохода
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𝑑𝑋𝜇 (або неперервнiй вздовж 𝑋).
Для випадку, коли мiра є радонiвською, має мiсце також послаблений ва-
рiант останнього критерiю.
Наслiдок 4.1. Нехай мiра є 𝜇 радонiвською, ℱ  𝐶𝑏p𝑀q — деякий клас
функцiй, що роздiляє точки 𝑀 (тобто для будь-яких рiзних точок 𝑥, 𝑦 P 𝑀
iснує така функцiя 𝑓 P ℱ , що 𝑓p𝑥q  𝑓p𝑦q). Тодi наступнi умови є еквiвален-
тними:
1) Мiра 𝜇 диференцiйовна за Скороходом уздовж 𝑋 i має радонiвську похiдну
Скорохода.
2) Iснує радонiвська мiра 𝜈, для якої рiвнiсть (4) виконується для всiх функцiй
𝑓 P ℱ .
3) Iснує така радонiвська мiра 𝜈 на𝑀 , що для будь-якої функцiї 𝑓 P ℱ функцiя
𝐹𝑓p𝑡q 
»
𝑀
𝑓 𝑑𝜇𝑡 є диференцiйовною на R i при цьому 𝐹 1𝑓p𝑡q 
»
𝑀
𝑓 𝑑𝜈𝑡.
Мiра 𝜈 з 2 i 3 є похiдною Скорохода вiд 𝜇.
Справедливим є також критерiй диференцiйовностi через формулу iнте-
грування частинами.
Наслiдок 4.2. Нехай простiр 𝐶1𝑏 p𝑀q роздiляє точки многовиду 𝑀 , а 𝜇 та
𝜈 — радонiвськi мiри на 𝑀 . Тодi 𝜇 є слабко диференцiйовною уздовж обме-
женого векторного поля 𝑋 i 𝑑𝑋𝜇  𝜈 тодi i тiльки тодi, коли для кожного
𝑓 P 𝐶1𝑏 p𝑀q має мiсце рiвнiсть»
𝑀
𝑓 𝑑𝜈  
»
𝑀
B𝑋𝑓 𝑑𝜇.
Наступний результат є узагальненням критерiю слабкої диференцiйовно-
стi, отриманого В.I. Богачовим для випадку диференцiйовностi за напрямком
на лiнiйно опуклих просторах. Вiдповiдно до вказаного критерiю слабка дифе-
ренцiйовнiсть мiри 𝜇 є еквiвалентною лiпшицевостi всiх функцiй 𝑡 ÞÑ 𝜇𝑡p𝐴q,
де 𝐴 P ℬp𝑀q. Наведено варiанти критерiй для банахового простору на бана-
хового многовиду з рiвномiрною структурою.
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Теорема 4.3. Нехай 𝑀 — банахiв простiр, 𝜇 — знакозмiнна скiнченна ра-
донiвська мiра на 𝒜  ℬp𝑀q, 𝑋 — векторне поле класу 𝐶1 на 𝑀 . I нехай
iснує число 𝐿 ¡ 1 таке, що для кожної точки 𝑥 P 𝑀 виконуються нерiвно-
стi
𝑋p𝑥q ¤ 𝐿, 𝑋 1p𝑥q ¤ 𝐿. Тодi мiра 𝜇 є диференцiйовною за Скороходом
вздовж 𝑋 в тому i тiльки тому разi, коли iснує таке число 𝛾 ¡ 0, що для
кожної множини 𝐴 P 𝒜 iснує таке 𝑐p𝐴q, що:
𝜇𝑡p𝐴q  𝜇p𝐴q ¤ 𝑐p𝐴q |𝑡|, @𝑡 P r𝛾, 𝛾s.
Теорема 4.4. Нехай банахiв многовид 𝑀 з рiвномiрним атласом Ω 
  p𝑈𝛼, 𝜙𝛼q( допускає розбиття одиницi класу 𝐶1, 𝑋 — векторне поле класу
𝐶1𝑏 p𝑀q, 𝜇 — знакозмiнна скiнченна радонiвська мiра на 𝒜  ℬp𝑀q. Тодi мiра
𝜇 диференцiйовна за Скороходом вздовж 𝑋 в тому i тiльки тому разi, коли
iснує таке число 𝛾 ¡ 0, що для кожного 𝐴 P 𝒜 iснує 𝑐p𝐴q таке, що:
𝜇𝑡p𝐴q  𝜇p𝐴q ¤ 𝑐p𝐴q |𝑡|, @𝑡 P r𝛾, 𝛾s.
Як наслiдок маємо, що на банаховому многовидi з рiвномiрним атласом,
що допускає розбиття одиницi класу 𝐶1, слабка похiдна радонiвської мiри є
також радонiвською.
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РОЗДIЛ 1
ОГЛЯД ЛIТЕРАТУРИ
Даний роздiл присвячено огляду лiтератури, що стосується поверхневого
iнтегрування та диференцiювання мiр.
У пiдроздiл 1.1 коротко наводяться необхiднi теоретичнi вiдомостi з теорiї
мiри та диференцiальної геометрiї.
Пiдроздiл 1.2 присвячено огляду результатiв, що стосуються банахових
многовидiв з рiвномiрною структурою.
В пiдроздiлi 1.3 приведено огляд вiдомих результатiв з теорiї диферен-
цiйовних мiр. Розглядається декiлька рiзних пiдходiв до визначення поняття
диференцiйовностi мiр.
В пiдроздiлi 1.4 розглядаються рiзнi пiдходи до побудови поверхневих мiр
в банахових просторах та на многовидах.
1.1 Попереднi вiдомостi та позначення
Нехай 𝑀 є деяким метричним простором. Позначатимемо через 𝐶𝑏p𝑀q
та 𝐶C𝑏 p𝑀q банаховi простори вiдповiдно дiйснозначних та комплекснозначних
неперервних обмежених функцiй на 𝑀 з нормою 𝑓 ÞÑ }𝑓}  sup
𝑥P𝑀
𝑓p𝑥q.
Через 𝐵𝑁𝜀 p𝑥q та 𝐵𝑁𝜀 p𝑥q будемо позначати вiдповiдно вiдкриту та замкнену
кулю в метричному просторi 𝑁 з центром у точцi 𝑥 та радiусом 𝜀. Для множин
об’єднання
¤
𝑥P𝐴
𝐵𝑁𝜀 p𝑥q будемо позначати через 𝐵𝑁𝜀 p𝐴q або 𝐵𝜀p𝐴q чи 𝐴𝜀, якщо
зрозумiло, в якому просторi розглядаються вiдповiднi кулi.
1.1.1 Мiри на метричних просторах Нехай 𝑀 — метричний простiр,
𝒜 — 𝜎-алгебра пiдмножин 𝑀 (здебiльшого будемо розглядати випадок бо-
релiвської 𝜎-алгебри ℬp𝑀q, що породжена всiма вiдкритими пiдмножинами).
Далi пiд мiрами на 𝑀 будемо розумiти дiйснозначнi знакозмiннi скiнченнi
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𝜎-адитивнi функцiї множин на 𝒜. Для мiри 𝜇 на 𝑀 iснує розклад Хана-
Жордана у рiзницю взаємно сингулярних невiд’ємних мiр: 𝜇  𝜇   𝜇, де
𝜇   𝜇p X𝑀 q, 𝜇  𝜇p X𝑀q,𝑀 𝑀 Y𝑀 i𝑀  X𝑀  ∅. Простiр
мiр на 𝒜 є банаховим з нормою 𝜇 ÞÑ }𝜇}  |𝜇|p𝑀q (тут |𝜇|  𝜇  𝜇 — повна
варiацiя мiри 𝜇).
Борелiвська мiра 𝜇 називається радонiвською, якщо для кожної множини
𝐵 P 𝒜 i кожного 𝜀 ¡ 0 iснує така компактна множина𝐾𝜀  𝐵, що |𝜇|p𝐵z𝐾𝜀q  
  𝜀. У випадку повного сепарабельного метричного простору всi борелiвськi
мiри є радонiвськими.
Через ℒ𝑝p𝜇q будемо позначати клас функцiй, |𝜇|-iнтегровних за Лебегом в
степенi 𝑝 (при цьому функцiї, що спiвпадають майже всюди, ототожнюються).
Простiр ℒ𝑝p𝜇q при 1 ¤ 𝑝   8 надiлений нормою
}𝑓}ℒ𝑝 |𝜇| 
»
𝑀
|𝑓 |𝑝 𝑑|𝜇|
1{𝑝 .
Для кожної функцiї 𝑓 P ℒ1p𝜇q символом 𝜈  𝑓 𝜇 позначимо мiру, що задається
рiвнiстю:
𝜈p𝐴q 
»
𝐴
𝑓 𝑑𝜇, @𝐴 P 𝒜.
Тодi виконуються такi властивостi:
|𝑓  𝜇|  |𝑓 |  |𝜇|; }𝑓  𝜇}  }𝑓}ℒ1 |𝜇|; @𝐴 P 𝒜 :

»
𝐴
𝑓 𝑑𝜇
 ¤
»
𝐴
|𝑓 | 𝑑|𝜇|.
Для будь-якої мiри 𝜇 визначимо лiнiйний функцiонал 𝐿𝜇 на 𝐶𝑏p𝑀q:
𝐿𝜇𝑓 
»
𝑀
𝑓 𝑑𝜇, 𝑓 P 𝐶𝑏p𝑀q. (1.1)
Тодi функцiонал 𝐿𝜇 є обмеженим i при цьому }𝐿𝜇}  }𝜇} ([23, с. 284]).
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1.1.2 Банаховi многовиди Нижче наводяться необхiднi теоретичнi вi-
домостi з диференцiальної геометрiї (див. [31]).
Нехай 𝑀 — деяка множина. Атласом Ω класу 𝐶𝑝 (𝑝 ¥ 0) на 𝑀 називається
сукупнiсть пар p𝑈𝛼, 𝜙𝛼q (де 𝛼 пробiгає деяку множину iндексiв), що задоволь-
няє такi умови:
1. Кожна 𝑈𝛼 є пiдмножиною 𝑀 , а t𝑈𝛼u — покриття 𝑀 .
2. Кожне 𝜙𝛼 є бiєктивним вiдображенням множини 𝑈𝛼 на вiдкриту пiдмно-
жину 𝜙𝛼p𝑈𝛼q деякого банахового простору 𝐸𝛼, i при цьому для будь-якої пари
iндексiв 𝛼 та 𝛽 множина 𝜙𝛼p𝑈𝛼 X 𝑈𝛽q є вiдкритою в 𝐸𝛼.
3. Вiдображення 𝜙𝛽𝜙1𝛼 : 𝜙𝛼p𝑈𝛼 X 𝑈𝛽q Ñ 𝜙𝛽p𝑈𝛼 X 𝑈𝛽q являє собою 𝐶𝑝-
дифеоморфiзм для кожної пари iндексiв 𝛼 та 𝛽.
При цьому кожна окрема пара p𝑈𝛼, 𝜙𝛼q називається картою атласу. Якщо
точка 𝑥 P𝑀 лежить в 𝑈𝛼, то будемо казати, що p𝑈𝛼, 𝜙𝛼q — карта в 𝑥.
Завдяки гомеоморфностi всiх вiдображень склейки 𝜙𝛼𝜙1𝛽 на кожнiй мно-
жинi 𝑈𝛼 можна коректно задати топологiю, запозичивши її з 𝜙𝛼p𝑈𝛼q, i таким
чином задати топологiю на 𝑀 .
Якщо простiр 𝑀 є зв’язним, то можна вважати, що всi простори 𝐸𝛼 спiв-
падають з одним i тим же простором 𝐸 (оскiльки всi простори 𝐸𝛼 є лiнiйно
гомеоморфними), i атлас називається 𝐸-атласом.
Нехай на 𝑀 задана пiдмножина 𝑈 та гомеоморфiзм 𝜙 : 𝑈 Ñ 𝜙p𝑈q на вiд-
криту пiдмножину деякого банахового простору 𝐸. Пара p𝑈,𝜙q є сумiсною
з атласом Ω   p𝑈𝛼, 𝜙𝛼q(, якщо кожне вiдображення 𝜙𝛼𝜙1 : 𝜙p𝑈 X 𝑈𝛼q Ñ
Ñ 𝜙𝛼p𝑈 X 𝑈𝛼q є 𝐶𝑝-дифеоморфiзмом. Два атласи називаються сумiсними,
якщо кожна карта одного сумiсна з iншим. Зрозумiло, що сумiснiсть атла-
сiв є вiдношенням еквiвалентностi. Сукупнiсть еквiвалентних атласiв класу
𝐶𝑝 на 𝑀 задає структуру 𝐶𝑝-многовиду (або многовиду класу 𝐶𝑝). Якщо всi
простори 𝐸𝛼 в деякому атласi лiнiйно гомеоморфнi, тодi завжди можна знайти
еквiвалентний атлас, для якого всi вони спiвпадають з деяким банаховим про-
стором 𝐸. У такому випадку 𝑀 називається 𝐸-многовидом або многовидом з
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модельним простором 𝐸.
Якщо 𝑋 та 𝑌 — два многовиди, то можна задати структуру многовиду
на 𝑋  𝑌 : якщо  p𝑈𝛼, 𝜙𝛼q( та  p𝑉𝛽, 𝜓𝛽q( — атласи вiдповiдно для 𝑋 та 𝑌 ,
то множина пар
 p𝑈𝛼  𝑉𝛽, 𝜙𝛼  𝜓𝛽q( утворює атлас для добутку. При цьому
добутки еквiвалентних атласiв утворюють еквiвалентнi атласи, тому структура
визначена коректно.
Нехай 𝑋 та 𝑌 — два банахових многовиди. Вiдображення 𝑓 : 𝑋 Ñ 𝑌 нази-
вається 𝐶𝑝-морфiзмом, якщо для будь-якого 𝑥 P 𝑋 iснують такi карти p𝑈,𝜙q
в 𝑥 та p𝑉, 𝜓q в 𝑓p𝑥q, що 𝑓p𝑈q  𝑉 та вiдображення 𝜓  𝑓  𝜙1 : 𝜙p𝑈q Ñ 𝜓p𝑉 q
є вiдображенням класу 𝐶𝑝. Очевидно, що дана умова виконується для будь-
якого вибору карт p𝑈,𝜙q в 𝑥 та p𝑉, 𝜓q в 𝑓p𝑥q такого, що 𝑓p𝑈q  𝑉 .
1.1.3 Розбиття одиницi Нехай 𝑌 — топологiчний простiр. Нагадаємо,
що покриття простору 𝑌 називається локально скiнченним, якщо у кожної то-
чки є окiл, який перетинається лише зi скiнченною кiлькiстю елементiв покри-
ття. Подрiбнення покриття простору 𝑌 — це iнше покриття, кожний елемент
якого мiститься в елементi першого покриття. Топологiчний простiр назива-
ється паракомпактним, якщо вiн хаусдорфiв i для кожного його вiдкритого
покриття iснує локально скiнченне вiдкрите подрiбнення.
Вiдомо, що метричний простiр є паракомпактним [16, с. 99]. При цьому
для будь-якого вiдкритого покриття t𝑉𝛼u iснує локально скiнченне вiдкрите
покриття t𝑇𝛼u з тим же набором iндексiв, таке, що для кожного iндексу 𝛼
справедливим є включення 𝑇𝛼  𝑈𝛼 ([31, с. 43]).
Носiєм supp𝑓 функцiї (морфiзму) 𝑓 : 𝑀 Ñ R називається замикання мно-
жини точок 𝑥 P 𝑋 , для яких 𝑓p𝑥q  0.
Розбиттям одиницi класу 𝐶𝑝 на многовидi𝑀 називається пара з вiдкритого
покриття t𝑉𝑖 | 𝑖 P 𝐼u многовиду 𝑀 та системи функцiй t𝑓𝑖 | 𝑖 P 𝐼u на 𝑋 таких,
що задовольняють умови:
1. Для кожного 𝑥 P 𝑋 та кожного 𝑖 P 𝐼 виконується нерiвнiсть: 𝑓𝑖p𝑥q ¥ 0.
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2. Для кожного iндексу 𝑖 P 𝐼 носiй 𝑓𝑖 мiститься в 𝑉𝑖.
3. Покриття t𝑉𝑖 | 𝑖 P 𝐼u є локально скiнченним.
4. Для кожної точки 𝑥 P 𝑋 виконується рiвнiсть °
𝑖P𝐼
𝑓𝑖p𝑥q  1, причому
завдяки умовi 3 для кожної точки 𝑥 ця сума є скiнченною.
Кажуть, що паракомпактний многовид𝑀 допускає розбиття одиницi, якщо
для кожного локально скiнченного покриття t𝑉𝑖u iснує розбиття одиницi t𝑓𝑖u
таке, що для всiх iндексiв 𝑖: supp𝑓𝑖  𝑉𝑖.
1.2 Банаховi многовидi з рiвномiрною структурою
Класс банахових многовидiв з рiвномiрною структурою вперше вводиться
Ю. Л. Далецьким та Я. I. Бiлопольською у роботi [20, с. 177]. Аналогiчна умо-
ва виникає i у роботi С. Ленга [31, c. 96] в якостi достатньої умови iснування
глобального потоку обмеженого векторного поля. Ю. В. Богданським у робо-
тi [9] отримано варiант формули Гаусса-Остроградського на многовидах, що
мають вказану структуру.
Наступнi означення наводяться вiдповiдно до роботи [9].
Нехай 𝑀 є зв’язним хаусдорфовим банаховим многовидом класу 𝐶2 з дiй-
сним модельним простором 𝐸.
Означення 1.1. Атлас Ω   p𝑈𝛼, 𝜙𝛼q( на 𝑀 називається обмеженим,
якщо iснує число 𝐾 ¡ 0 таке, що вiдображення склейки 𝜙𝛽  𝜙1𝛼 для кожної
пари карт атласа задовольняє умову:
𝑥 P 𝜙𝛼p𝑈𝛼 X 𝑈𝛽q ùñ
$&%
p𝜙𝛽  𝜙1𝛼 q1p𝑥q ¤ 𝐾,p𝜙𝛽  𝜙1𝛼 q2p𝑥q ¤ 𝐾.
Обмеженi атласи Ω1 та Ω2 на 𝑀 називаються еквiвалентними, якщо атлас
Ω1 Y Ω2 також є обмеженим атласом на 𝑀 . Якщо на 𝑀 задано клас еквiва-
лентних обмежених атласiв, то кажуть, що на 𝑀 задана обмежена структура
(класу 𝐶2).
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Нехай 𝑀1 та 𝑀2 — два банахових многовиди класу 𝐶𝑝 з модельними про-
сторами 𝐸1, 𝐸2 i обмеженими атласами Ω1, Ω2 вiдповiдно.
Означення 1.2. Морфiзм 𝑓 : 𝑀1 Ñ 𝑀2 називається обмеженим, якщо для
нього iснує таке число 𝐶 ¡ 0, що для кожної пари карт p𝑈,𝜙q P Ω1 та
p𝑉, 𝜓q P Ω2 виконується умова:
$&%𝑝 P 𝑈,𝑓p𝑝q P 𝑉. ùñ
$'&'%
p𝜓  𝑓  𝜙1q1 𝜙p𝑝q ¤ 𝐶,p𝜓  𝑓  𝜙1q2 𝜙p𝑝q ¤ 𝐶.
Зрозумiло, що властивiсть вiдображення 𝑓 бути обмеженим морфiзмом не
залежить вiд вибору обмеженого атласу (в класi еквiвалентних), i тому можна
казати про категорiю банахових многовидiв класу 𝐶2 з обмеженою структу-
рою.
Визначення на 𝑀 обмеженого атласу дозволяє ввести на 𝑀 метрику. Для
кусково-гладкої кривої r𝑡1, 𝑡2s Q 𝑡 ÞÑ 𝑥p𝑡q P 𝑀 розглядаємо всеможливi роз-
биття ∆: 𝑡1  𝜏0   𝜏1   . . .   𝜏𝑚  𝑡2 вiдрiзку параметру, при яких кожна
крива Γ𝑘 
 
𝑥p𝑡q | 𝜏𝑘1 ¤ 𝑡 ¤ 𝜏𝑘
(
лежить в областi визначення 𝑈𝑘 однiєї з карт
p𝑈𝑘, 𝜙𝑘q вихiдного атласу. Кожному такому розбиттю ∆ спiвставляється число
𝑙pΓ;∆q 
?¸?
𝑘1
𝑙pΓ𝑘q𝜙𝑘

тут 𝑙pΓ𝑘q𝜙 
» 𝜏𝑘
𝜏𝑘1
p𝑥𝜙q1p𝜏q 𝑑𝜏 — довжина представлен-
ня кривої Γ𝑘 в картi 𝜙, де 𝑥𝜙p𝜏q  𝜙
 
𝑥p𝜏q	. Обмеженiсть атласу призводить
до коректного означення довжини кривої Γ: 𝐿pΓq  sup
Δ
 
𝑙pΓ;∆q(. Вiдстань
мiж точками вводиться як точна нижню грань довжин всеможливих кусково-
гладких кривих, якi з’єднують цi точки.
Отримана метрика узгоджується з вихiдною топологiєю. При переходi
до еквiвалентного обмеженого атласу метрика замiнюється еквiвалентною 
iснують такi 𝐶1, 𝐶2 ¡ 0, що для будь-яких 𝑥, 𝑦 P 𝑀 виконується нерiв-
нiсть 𝐶1𝜌1p𝑥, 𝑦q ¤ 𝜌2p𝑥, 𝑦q ¤ 𝐶2𝜌1p𝑥, 𝑦q

. Обмежений морфiзм 𝑓 : p𝑀1,Ω1q Ñ
Ñ p𝑀2,Ω2q при фiксованих обмежених атласах Ω1 i Ω2 є лiпшицевим вiдобра-
женням вiдносно метрик, породжених цими атласами.
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Фiксацiя обмеженого атласу дозволяє ввести в дотичному просторi 𝑇𝑝𝑀 до
многовиду 𝑀 норму, еквiвалентну нормi модельного простору. Для 𝜉 P 𝑇𝑝𝑀
покладемо: |||𝜉|||𝑝  sup𝛼 }𝜉𝜙𝛼}, де tp𝑈𝛼, 𝜙𝛼qu — повний набiр карт, для яких
𝑝 P 𝑈𝛼, а 𝜉𝜙 P 𝐸 — представлення дотичного вектору 𝜉 в картi 𝜙. При цьому
має мiсце властивiсть рiвномiрного топологiчного iзоморфiзму просторiв 𝑇𝑝𝑀
i модельного простору 𝐸: }𝜉𝜙} ¤ |||𝜉|||𝑝 ¤ 𝐾}𝜉𝜙}, де 𝐾 — постiйна з означення
обмеженого атласу, а 𝜙 — карта в точцi 𝑝 P𝑀 .
На многовидi з обмеженим атласом p𝑀,Ωq коректним є задання обмеже-
ного тензорного поля 𝑇 класу 𝐶1. Передбачається iснування числа 𝐶 ¡ 0, що
обмежує зверху норму головної частини 𝑇𝛼 кожного локального представле-
ния тензора 𝑇 разом з нормою її похiдної:
 p𝑈𝛼, 𝜙𝛼q P Ω; 𝑥 P 𝜙𝛼p𝑈𝛼q ùñ 𝑇𝛼p𝑥q ¤ 𝐶; 𝑇 1𝛼p𝑥q ¤ 𝐶	.
Властивiсть обмеженостi тензорного поля є iнварiантною вiдносно перехо-
ду до еквiвалентного обмеженого атласу. Такi тензорнi поля називаються тен-
зорними полями класу 𝐶1𝑏 p𝑀q. Природним чином визначаються гладкi функцiї
класу 𝐶𝑝𝑏 p𝑀q (𝑝  0, 1, 2); 𝐶𝑏p𝑀q  𝐶0𝑏 p𝑀q. Крiм того, подiбнi позначення бу-
дуть також використовуватися i для вiдкритих пiдмножин 𝑈  𝑀 , а також
без явного зазначення областi визначення полiв. Вказаний клас полiв також
iнварiантний вiдносно переходу до еквiвалентного атласу.
Означення 1.3. Обмежений атлас Ω називається рiвномiрним, якщо iснує
таке 𝑟 ¡ 0, що для будь-якої точки 𝑝 P 𝑀 iснує така карта p𝑈,𝜙q P Ω, що
𝜙p𝑈q мiстить кулю в 𝐸 з центром в 𝜙p𝑝q радiуса 𝑟.
Метрика на 𝑀 , породжена рiвномiрним атласом, перетворює 𝑀 в повний
метричний простiр. Якщо обмежений атлас еквiвалентний рiвномiрному, то
метрика, породжена цим атласом, є також повною. Якщо многовид 𝑀 має
обмежену структуру i серед еквiвалентних атласiв, що задають цю структуру,
є хоча б один рiвномiрний, структура називається рiвномiрною. Структури
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обмежених iзоморфних многовидiв є одночасно рiвномiрними або нi.
У випадку рiвномiрного атласу потiк Φp𝑡, 𝑥q векторного поля 𝑋 класу
𝐶1𝑏 p𝑀q визначено глобально на R 𝑀 [31, с. 96]. Таким чином, дана власти-
вiсть має мiсце на многовидi з рiвномiрною структурою. В загальному випад-
ку потiк Φp𝑡, 𝑥q є морфiзмом класу 𝐶1𝑏 на своїй областi визначення [31, с. 97].
У роботi [20] для випадку многовиду з рiвномiрною структурою отримано
умову iснування та єдиностi розв’язку стохастичного диференцiального рiвня-
ння, що задається локальним полем Iто, та ряд властивостей. Як зазначається
авторами, додаткова умова iснування рiвномiрного атласу на многовидi, вбача-
ється цiлком природною. На многовидi з рiмановою структурою, рiвномiрний
атлас можна задати, наприклад, картами вигляду
𝑈𝑥  exp𝑥 𝑆𝑟,
де 𝑆𝑟 — куля радiусу 𝑟 в 𝑇𝑥𝑋 , exp — експоненцiйне вiдображення, що вiдпо-
вiдає зв’язностi, породженiй рiмановою метрикою. Коректнiсть такого озна-
чення передбачає iснування нижньої гранi радiусiв околiв, на яких визначено
вiдображення exp. Остання властивiсть завiдомо має мiсце на компактному
многовидi або на групi з однорiдною метрикою.
Умови рiвномiрного атласу та обмеженого векторного поля розглядаються i
у роботi Ю. Є. Глiклiха [49] для випадку рiманових многовидiв. Вводиться мо-
дифiкацiя наведеного вище означення рiвномiрного атласу, в якiй куля радiусу
𝑟 розглядається не у картi, а на многовидi вiдповiдно до рiманової метрики.
Для рiманових многовидiв, що мають вказану властивiсть, показано iснування
глобального розв’язку стохастичного диференцiального рiвняння у формi Iто.
1.3 Диференцiйовнiсть мiр
Розвиток математичної фiзики i варiацiйного числення привернув увагу
математикiв до пошукiв розв’язкiв диференцiальних рiвнянь для функцiй не-
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скiнченного числа змiнних. Враховуючи той факт, що в диференцiальних рiв-
няннях в частинних похiдних значний прогрес був досягнутий за допомогою
теорiї узагальнених функцiй, С. В. Фомiн вважав за доцiльне розвинути те-
орiю узагальнених функцiй нескiнченного аргументу для аналогiчних просу-
вань в областi диференцiальних рiвнянь в нескiнченновимiрних лiнiйних про-
сторах. Однак спроба побудови вказаної теорiї одразу ж ускладнюється на-
ступною обставиною. У скiнченновимiрному просторi iснує простий зв’язок
мiж функцiями точки i функцiями множини за рахунок представлення фун-
кцiй множин їх щiльностями вiдносно мiри Лебега (можливо, узагальненими).
У нескiнновимiрному просторi, подiбної “гарної” мiри немає, тому виникає
необхiднiсть паралельно розглядати два види об’єктiв — функцiї точки (фун-
кцiонали) та функцiї множин (розподiли), та вводити основнi операцiї аналiзу
для об’єктiв обох типiв. Вiдправною точкою для дослiджень за вказаним на-
прямком стало введення С. В. Фомiним поняття диференцiйовних мiр у 1966
роцi (роботи [43, 44]). Значний внесок у розвиток теорiї на початковому етапi
також зроблено у роботах [1, 2, 21], огляд основних результатiв мiститься в
роботах [4, 40].
Нехай 𝑋 — локально опуклий лiнiйний топологiчний простiр, 𝑋 1 — спря-
жений простiр, 𝜇 — мiра на деякiй 𝜎-алгебрi 𝒜 пiдмножин 𝑋 (здебiльшого
розглядається випадок, коли 𝒜 породжена всiма борелiвськими цилiндрични-
ми множинами в 𝑋). Нехай задано такий вектор ℎ P 𝑋 , що з умови 𝐴 P 𝒜
випливає 𝐴  𝑡ℎ P 𝒜 для всiх дiйсних 𝑡.
Означення 1.4. Мiра 𝜇 називається диференцiйовною за напрямком ℎ (за
Фомiним), якщо границя
lim
𝑡Ñ0
𝜇p𝐴  𝑡ℎq  𝜇p𝐴q
𝑡
визначена для кожної множини 𝐴 P 𝒜. Сама границя називається диферен-
цiалом мiри (на множинi 𝐴) при приростi ℎ i позначається через 𝑑ℎ𝜇 або
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𝑑𝜇 ℎ.
Виявляється, що диференцiал 𝑑ℎ𝜇 також є мiрою, причому завжди є знако-
змiнною, тому доцiльно з самого початку допускати до розгляду знакозмiннi
мiри. Мiра 𝑑ℎ𝜇 є абсолютно неперервною вiдносно мiри 𝜇, а вiдповiдну похi-
дну Радона-Нiкодима
𝑑𝜈
𝑑𝜇
називають логарифмiчною похiдною 𝜇 уздовж ℎ.
Похiднi вищих порядкiв 𝑑𝑚ℎ 𝜇, а також змiшанi похiднi 𝑑ℎ1 . . . 𝑑ℎ𝑚𝜇 визнача-
ються iндуктивно.
У випадку скiнченновимiрного простору R𝑚 будь-яка мiра 𝜈, що представ-
ляється нескiнченно диференцiйовною щiльнiстю вiдносно мiри Лебега 𝜆𝑚, є
нескiнченно диференцiйовною за усiма напрямками. Має мiсце також зворо-
тнiй факт ([5, c. 110]).
Твердження 1.1. Мiра 𝜇 на R𝑛 є диференцiйовною уздовж 𝑛 лiнiйно неза-
лежних векторiв в тому i тiльки тому випадку, коли її узагальненi частиннi
похiднi представляються iнтегровними функцiями, iнакше кажучи, 𝜇  𝛼𝜆𝑚,
де 𝛼 P 𝑊 1,1pR𝑚q (тут 𝑊 𝑝,𝑘 — клас Соболева, що мiстить всi такi функцiї
𝑓 P ℒ𝑝p𝜇q, що всi узагальненi частиннi похiднi порядку, меншого за 𝑘, входять
до ℒ𝑝p𝜇q).
Таким чином, у випадку скiнченновимiрного простору поняття диферен-
цiйовних мiр не виявляться надто змiстовним, оскiльки аналiз гладких мiр
зводиться до класичного аналiзу узагальнених функцiй.
Для нескiнченновимiрного випадку С. В. Фомiн запропонував замiсть пари
просторiв (пробнi функцiї — узагальненi функцiї) розглядати чотири простори:
деякий простiр функцiй 𝑆, його спряжений 𝑆 1, деякий простiр мiр 𝑀 , його
спряжений 𝑀 1.
Iнше означення диференцiйовностi мiр було запроваджене А.В. Скорохо-
дом у роботi [39]. Первинне означення вводилося для випадку мiри на сепа-
рабельному гiльбертовому просторi, однак наведемо бiльш загальний варiант
локально опуклого простору (див. [5]).
Означення 1.5. Берiвська мiра 𝜇 на локально опуклому просторi 𝑋 нази-
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вається диференцiйовною (за Скороходом) за напрямком ℎ, якщо для кожної
функцiї 𝑓 P 𝐶𝑏p𝑋q функцiя
𝑡 ÞÑ
»
𝑋
𝑓p𝑥 𝑡ℎq𝜇p𝑑𝑥q
є диференцiйовною. Диференцiйовнiсть борелiвської мiри розумiється як ди-
ференцiйовнiсть її звуження на берiвську 𝜎-алгебру.
Для випадку диференцiйовностi за Скороходом також iснує вiдповiдна по-
хiдна 𝜈 (берiвська), така, що всiх функцiй 𝑓 P 𝐶𝑏p𝑋q виконується рiвнiсть
lim
𝑡Ñ0
»
𝑋
𝑓p𝑥 𝑡ℎq  𝑓p𝑥qq
𝑡
𝜇p𝑑𝑥q 
»
𝑋
𝑓p𝑥q 𝜈p𝑑𝑥q.
Зрозумiло, що з диференцiйовностi за Фомiним випливає диференцiйов-
нiсть за Скороходом, i вiдповiднi похiднi спiвпадають. Як показано у робо-
тi [5], насправдi має мiсце такий критерiй:
Теорема 1.1. Радонiвська мiра 𝜇 на локально опуклому просторi 𝑋 , дифе-
ренцiйовна за Скороходом уздовж напрямку ℎ, є диференцiйовною за Фомiним
уздовж цього напрямку, в тому i тiльки тому разi, коли її слабка похiдна 𝜈
абсолютно неперервна вiдносно 𝜇.
Як показано у роботi [40], у випадку нескiнченно диференцiйовних мiр,
обидва означення спiвпадають.
С. В. Фомiн у роботi [45] поставив питання опису диференцiйовних мiр
в термiнах перетворення Фур’є (за визначенням, перетворенням Фур’є вiд мi-
ри 𝜇 є вiдображення 𝑙 ÞÑ r𝜇p𝑙q  »
𝑋
exp𝑖𝑙p𝑥q 𝜇p𝑑𝑥q, 𝑙 P 𝑋). Вiдповiдь на це
питання дає наступне твердження, отримане в роботi [7].
Твердження 1.2. Мiра 𝜇 (на 𝜎-алгебрi 𝒜, породженiй цилiндричними мно-
жинами) є диференцiйовною за Скороходом уздовж напрямку ℎ тодi i тiльки
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тодi, коли iснує така мiра 𝜈 на 𝒜, що
r𝜈p𝑙q  𝑖𝑙pℎqr𝜇p𝑙q, @𝑙 P 𝑋.
У роботi [6] отримано критерiй диференцiйовностi за Скороходом через
властивостi функцiї 𝑡 ÞÑ 𝜇p𝐴  𝑡ℎq, а саме її лiпшицевiсть.
Теорема 1.2. Радонiвська мiра 𝜇 на локально опуклому просторi 𝑋 є дифе-
ренцiйовною за Скороходом уздовж напрямку ℎ тодi i тiльки тодi, коли для
кожного 𝐴 P ℬp𝑋q iснує таке число 𝑐p𝐴q, що для всiх 𝑡 P r1, 1s має мiсце
нерiвнiсть 𝜇p𝐴  𝑡ℎq  𝜇p𝐴q ¤ 𝑐p𝐴q|𝑡|.
Тодi числа 𝑐p𝐴q можна обрати рiвномiрно обмеженими.
У роботi [4] було поставлене питання вивчення такої властивостi мiри 𝜇
за напрямком ℎ, як абсолютна неперервнiсть всiх функцiй 𝑡 ÞÑ 𝜇p𝐴   𝑡ℎq.
Зокрема, викликає цiкавiсть питання, чи можливо замiнити в формулюван-
нi теореми 1.2 умову лiпшицевостi абсолютною неперервнiстю. Дослiдження
властивостi абсолютною неперервностi функцiй 𝑡 ÞÑ 𝜇p𝐴   𝑡ℎq проведене в
роботi [46]. При цьому отримано негативну вiдповiдь на поставлене питан-
ня. Однак, виявилося, що вiдповiдь стає позитивною, якщо в означеннi аб-
солютної неперервностi допустити точки, що лежать за межами фiксованого
вiдрiзку.
Теорема 1.3. Iснує така ймовiрнiсна борелiвська мiра 𝜇 на прямiй, що для
всякої борелiвської множини 𝐴 числова функцiя 𝜙𝐴p𝑡q  𝜇p𝐴   𝑡q є абсолю-
тно неперервною на вiдрiзку r0, 1s, проте мiра 𝜇 не є диференцiйовною за
Скороходом.
Теорема 1.4. Радонiвська мiра 𝜇 на локально опуклому просторi 𝑋 є дифе-
ренцiйовною за Скороходом уздовж напрямку ℎ тодi i тiльки тодi, коли для
кожного 𝐴 P ℬp𝑋q функцiя 𝜇𝑡ℎ (тут 𝜇𝑡ℎp𝐴q  𝜇p𝐴   𝑡ℎq) є абсолютно непе-
рервною на прямiй R у наступному сенсi: для всякого 𝜀 ¡ 0 iснує таке 𝛿 ¡ 0,
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що для кожного скiнченного набору диз’юнктних вiдрiзкiв r𝑡1, 𝑠1s . . . r𝑡𝑘, 𝑠𝑘s з
сумою довжин меншою за 𝛿 виконується нерiвнiсть
°𝑘
𝑖1
𝜇𝑡𝑖p𝐴q𝜇𝑠𝑖p𝐴q   𝜀.
Цiкавiсть також викликає питання вiдновлення диференцiйовної мiри за її
логарифмiчною похiдною. Дослiдження цього питання проводилося у робо-
тах А. I. Кириллова ([29] та iншi) з використанням методу функцiй Ляпунова,
отримано ряд достатнiх умов iснування мiри з заданою логарифмiчною похi-
дною.
Диференцiйовнiсть за напрямком має природнi узагальнення. Ю. Л. Дале-
цьким у роботi [22] була введена диференцiйовнiсть уздовж векторного поля.
Подальшi дослiдження проведенi, зокрема, у [20] як для мiр на банахових
просторах, так i для мiр на гладких банахових многовидах.
Розглянемо в сепарабельному банаховому просторi 𝐵 гладке векторне поле
𝑍 : 𝐵 Ñ 𝐵, для якого sup
𝑥P𝐵
}𝑍 1p𝑥q}   8. Нехай Φ𝑡 — iнтегральний потiк поля 𝑍
(глобальний). Тодi для борелiвської мiри 𝜇 при кожному 𝑡 P R має змiст
𝜇𝑡  𝜇  Φ𝑡,
що являє собою борелiвську мiру.
Означення 1.6. Мiра 𝜇 називається диференцiйовною уздовж векторного
поля 𝑍, якщо iснує мiра 𝐷𝑍𝜇   𝑑
𝑑𝑡
𝜇𝑡

𝑡0
— похiдна 𝜇 уздовж 𝑍, що розумi-
ється у тому сенсi, що для кожної функцiї 𝜙 P 𝐶1𝑏 p𝐵q (тобто 𝜙 : 𝐵 Ñ R, 𝜙
має неперервну i обмежену на 𝐵 похiдну Фреше) виконується рiвнiсть»
𝐵
𝜙p𝑥q p𝐷𝑍𝜇qp𝑑𝑥q  
»
𝐵
p𝐷𝑍𝜙qp𝑥q𝜇p𝑑𝑥q. (1.2)
Формулу (1.2) називають формулою iнтегрування частинами. У випадку,
якщо мiра 𝜇 має логарифмiчну похiдну 𝜌𝑍𝜇 уздовж 𝑍 (щiльнiсть 𝐷𝑍𝜇 вiдносно
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𝜇, якщо iснує), формула (1.2) може бути записана у виглядi»
𝐵
p𝐷𝑍𝜙qp𝑥q𝜇p𝑑𝑥q  
»
𝐵
𝜙p𝑥q𝜌𝑍𝜇 𝜇p𝑑𝑥q.
Як буде показано в роздiлi 4 (наслiдок 4.2 разом з зауваженням, що слiдує
за ним) означення 1.6 є еквiвалентним введеному вище означенню диферен-
цiйовностi за Скороходом (з природним узагальненням на випадок зсувiв 𝜇𝑡
уздовж векторного поля замiсть зсувiв 𝜇𝑡ℎ за напрямком ℎ). У подальших мiр-
куваннях у роботi [20] накладається умова iснування логарифмiчної похiдної,
i дослiджуються її властивостi, тобто фактично розглядається випадок дифе-
ренцiйовностi за Фомiним уздовж векторного поля (див. теорему 1.1). Зокре-
ма, отримано оцiнки для iнтегралiв»
𝐵
𝜌𝑍𝜇 p𝑥q2𝑚 𝜇p𝑑𝑥q,
пов’язанi з оцiнками похiдних вищих порядкiв.
Аналогiчно випадку банахового простору, через формулу iнтегрування ча-
стинами поняття диференцiйовностi мiр запроваджується i для банахових
многовидiв. Однак для дослiдження логарифмiчних похiдних залучена дода-
ткова структура Гiльберта-Шмiдта на многовидi.
На нескiнченновимiрних многовидах виникає природний новий об’єкт —
диференцiальнi рiвняння у мiрах, що потребує вивчення паралельно до вивче-
ння диференцiальних рiвнянь для функцiй. Прикладом параболiчного рiвнян-
ня в мiрах у нескiнченновимiрному випадку є пряме рiвняння Колмогорова,
яке, на вiдмiну вiд скiнченновимiрного випадку, не може бути зведеним до
рiвнянь вiдносно функцiй.
Можна також розглядати ще бiльш загальне означення диференцiйовно-
стi мiр, якщо замiсть зсувiв мiр (за напрямком або уздовж iнтегральних кри-
вих векторного поля) брати довiльнi вимiрнi перетворення. Вказаний випадок
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розглядається, зокрема, у роботах О. Г. Смолянова та H. Weizsaecker [54, 55].
Однак, знову таки, бiльша частина результатiв стосується випадку, коли ви-
значено логарифмiчну похiдну.
Загалом з теорiї диференцiйовних мiр та її застосувань опублiковано сотнi
робiт. Детальний опис вiдомих результатiв, а також широкий список посилань,
наведено у монографiї [5].
1.4 Поверхневi мiри та поверхневе iнтегрування
Проблеми iнтегрування на нескiченновимiрних просторах почали викли-
кати цiкавiсть лише у 70-их роках нашого столiття.
Для скiнченновимiрного випадку справедливою є наступна формула
Остроградського-Гаусса. Нехай множина 𝑉 P R𝑛 є областю, обмеженою
кусочно-гладкою поверхнею 𝑆  B𝑉 . Тодi для неперервно диференцiйовно-
го векторного поля 𝐹 , визначеного в околi 𝑆 має мiсце формула»
𝑉
div𝐹 p𝑥q 𝑑𝜆 
»
𝑆
p𝐹  ?⃗?q 𝑑𝜎,
де злiва iнтеграл береться за мiрою Лебега (об’єм), справа — класичний по-
верхневий iнтеграл, ?⃗? — зовнiшня нормаль до поверхнi 𝑆.
Одним з ключових напрямкiв розвитку теорiї поверхневого iнтегрування є
пошук нескiнченновимiрних аналогiв формули Гаусса-Остроградського.
Вперше iнтеграли по нескiнченновимiрним поверхням в гiльбертовому
просторi з’явилися в роботах H.-H Kuo [51], V. A. Godman [50] та А. В. Ско-
рохода [39]. У вказаних роботах зроблено лише початковi кроки у вирiшеннi
даної задачi: у роботах [50,51] розглядається доволi специфiчний гауссiвський
випадок, для якого побудовано звуження на гiперповерхню та сформульовано
теорему Гаусса-Остроградського. У роботi [39] поставлена задача побудови
мiри 𝜇𝑆 на поверхнi 𝑆 корозмiрностi 1 (вкладенiй у гiльбертiв простiр 𝑋), що
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асоцiйована з заданою мiрою 𝜇 на ℬp𝑋q таким чином, щоб для неперервних
функцiй в околi поверхнi 𝑆 виконувалася рiвнiсть»
𝑆
𝑓 𝑑𝜇𝑆  lim
𝜀Ñ0
1
2𝜀
»
𝑆𝜀
𝑓 𝑑𝜇
або »
𝑆
𝑓 𝑑𝜇𝑆  lim
𝜀Ñ0
1
𝜇p𝑆𝜀q
»
𝑆𝜀
𝑓 𝑑𝜇,
де 𝑆𝜀 — множина точок 𝑋 , що знаходять вiд 𝑆 на вiдстанi, не бiльшiй за 𝜀.
Мотивацiєю такого визначення поверхневої мiри є бажання пов’язати мi-
ри 𝜇 та 𝜇𝑆 аналогiчно тому, як пов’язанi лебегiв об’єм та лебегова площа у
скiнченновимiрному випадку.
Вказану мiру отримано для випадку поверхнi 𝑆, що однозначно проектує-
ться на деякий пiдпростiр 𝐿 в 𝑋 , нормаль якого 𝑛𝐿 є допустимим зсувом мiри
𝜇 (тобто мiра 𝜇𝑛, що визначається рiвнiстю 𝜇𝑛p𝐴q  𝜇p𝐴𝑛q є абсолютно не-
перервною вiдносно мiри 𝜇). На поверхню 𝑆 окрiм того накладено ряд iнших
умов.
Незважаючи на те, що клас поверхонь, для яких вказана мiра iснує, є
доволi специфiчним, в роботi [39] закладено початок теорiї iнтегрування в
нескiнченновимiрних просторах (гiльбертових) та отримано варiант форму-
ли Остроградського-Гаусса (з залученням великої кiлькостi додаткових умов,
накладених на поверхню, мiру та функцiю).
Значний внесок у розвиток теорiї iнтегрування на нескiнченновимiрних
просторах було зроблено А. В. Углановим. Основи було закладено у робо-
тах [26, 41] з використанням iдей диференцiйовних мiр. Вдалося побудува-
ти змiстовну теорiю поверхневого iнтегрування в банахових просторах, яка
знайшла серйознi використання в таких областях, як нескiнченновимiрнi роз-
подiли i диференцiальнi рiвняння, випадковi процеси, наближення функцiй
нескiнченновимiрного аргументу, векторне iнтегрування, варiацiйне числення
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на банахових просторах. А. В. Углановим та iншими було опублiковано ряд
робiт iз застосувань вказаної теорiї. Наведемо її основнi положення.
Нехай 𝐵 — сепарабельний банахiв простiр; 𝐵0 — щiльна лiнiйна пiдмножи-
на в 𝐵; 𝑀 1 — множина всiх борелiвських мiр на 𝐵, диференцiйовних уздовж
усiх напрямкiв з 𝐵0; Ω — гiперповерхня класу 𝐶1 в 𝐵; 𝑀pΩq — множина всiх
𝜎-скiнченних борелiвських мiр на Ω; 𝑢 : 𝐵 Ñ R — функцiя, що має неперервну
похiдну Фреше 𝑢1; Ω𝑡 
 
𝑥 P 𝐵 | 𝑢p𝑥q  𝑡(, 𝑡 P R.
Теорема 1.5. Iснує (будується конструктивно) лiнiйне вiдображення 𝜇 ÞÑ
ÞÑ 𝜇Ω, що дiє з 𝑀 1 в 𝑀pΩq, яке задовольняє властивостi:
1) Якщо 𝜇  𝜈 в околi Ω, то 𝜇Ω  𝜈Ω.
2) p𝑢𝜇qΩ  𝑢𝜇Ω.
3) Якщо |𝜇| 𝑥 P 𝐵 | 𝑢1p𝑥q  0(  0, то для будь-якої 𝜇-iнтегровної функцiї
𝜙 : 𝐵 Ñ C справедливою є рiвнiсть
»
𝐵
𝜙𝑑𝜇 
8»
8
»
Ω𝑡
𝜙}𝜇1}1 𝑑𝜇Ω𝑡 𝑑𝑡.
4) Якщо 𝜇 — ймовiрнiсть, то 𝜇Ω ¥ 0 i в припущеннях п. (3) для умовного
математичного сподiвання 𝐸p𝜙|𝜇q справедлива формула
𝐸p𝜙|𝜇q 
 »
Ω𝑢p𝑥q
}𝑢1} 𝑑𝜇Ω𝑢p𝑥q
fiffifl
1 »
Ω𝑢p𝑥q
𝜙}𝑢1}1 𝑑𝜇Ω𝑢p𝑥q.
5) Якщо 𝐵0 — гiльбертiв простiр, то справедливими є формули Гаусса-
Остроградського та (обидвi) Грiна.
6) Якщо dim𝐵   8, 𝜇 — мiра Лебега, то 𝜇Ω є класичною поверхневою мiрою
на Ω.
Однак вказана теорiя мала ряд недолiкiв:
1) Iнтегрування є можливим лише на поверхнях, гладких за усiма напрямка-
ми, що є суттєвим при розглядi просторiв з малим запасом диференцiйовних
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функцiй.
2) Нарiжним каменем всiєї конструкцiї є теорема iнварiантностi, доведена ли-
ше за умовою подвiйної гладкостi (мiри та поверхнi), через що виникала не-
обхiднiсть завищення класу гладкостi об’єктiв, що розглядаються.
3) Всi результати отримано для випадку сепарабельного банахового простору.
У бiльш пiзнiх роботах автором були усуненi вказанi недолiки i розвинено
апарат поверхневого iнтегрування в просторах Фреше, в основi якого лежить
конструктивна побудова локальних поверхневих мiр в достатньо малих околах
точок поверхонь ( [42, 56]). Однак недолiком методу А. В. Угланова є його
технiчна складнiсть.
Слiд також вiдзначити ще один напрям розвитку теорiї поверхневого iн-
тегрування, початок якого було закладено P. Malliavin та H. Airault в ро-
ботi [52] для випадку вiнеровської мiри. В. I Богачовим у роботах [5, 48]
вказаний пiдхiд було узагальнено на випадок диференцiйовних мiр. У робо-
тах [37, 38] О. В. Пугачова вказаний пiдхiд отримав подальшого розвитку для
не обов’язково гауссiвських мiр (достатнього класу гладкостi) для бiльш ши-
рокого класу просторiв та поверхонь. Розглядаються мiри на поверхнях рiвня
соболевських функцiй, умова неперервностi при цьому вiдсутня, що вiдповiє
типовим функцiям, що виникають у випадкових процессах. Мiра будується
одразу на всiй поверхнi, а умови гладкостi поверхнi пов’язанi не з геометрi-
єю охоплюючого простору, а з з геометрiєю пiдпростору Камерона-Мартiна.
Побудову здiйснено також для випадку локальних соболевських функцiй та за-
даних ними поверхонь i отримано ще один варiант формули Остроградського-
Гаусса.
Ю. Л. Далецький та Б. Д. Марянин почали розгляд поверхневих мiр на
абстрактних многовидах [18].
Ю. В. Богданським у роботi [9] було запропоновано принципово iнший
пiдхiд до побудови асоцiйованої мiри для замкненої поверхнi корозмiрностi 1,
причому вказаний метод може бути використаний для поверхонь, вкладених
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як у лiнiйний простiр, так i в в нелiнiйний многовид.
Нехай 𝑀 є банаховим многовидом класу 𝐶2 з рiвномiрною структурою,
моделлю якого є банахiв простiр 𝐸.
Означення 1.7. Пiдмножина 𝑆  𝑀 називається вкладеним пiдмногови-
дом в 𝑀 корозмiрностi 1, якщо iснують многовид 𝑁 з обмеженою структу-
рою, модельним простором якого є пiдпростiр 𝐸1 в 𝐸 корозмiрностi 1, 𝑡0 ¡ 0
i обмежений iзоморфiзм 𝑔 : 𝑁  p𝑡0, 𝑡0q Ñ 𝑈 𝑀 на вiдкритий пiдмноговид
𝑈 в 𝑀 , при якому 𝑔p𝑁  t0uq  𝑆.
Означення 1.8. Векторне поле 𝑍 P 𝐶1𝑏 називається строго трансверсаль-
ним до S, якщо iснує таке 𝛿 ¡ 0, що для кожної точки 𝑝 P 𝑆: 𝜌p𝑍p𝑝q, 𝑇𝑝𝑆q ¥ 𝛿.
Розглядається випадок, коли на 𝑀 задано деяку область 𝐺, межа якої 𝑆 
 B𝐺 є вкладеним у 𝑀 пiдмноговидом корозмiрностi 1.
Для узгодженої з областю 𝐺 мiри 𝜇 (тобто такої, що iснує векторне поле
класу 𝐶1𝑏 , строго трансверсальне до 𝑆  B𝐺, уздовж якого мiра 𝜇 є диферен-
цiйовною за Фомiним) будується поверхнева мiра (першого типу) 𝜎𝑍 таким
чином, що рiвнiсть
𝑑
𝑑𝑡

𝑡0
»
Φ𝑡𝐺
𝑓 𝑑𝜇 
»
𝑆
𝑓 𝑑𝜎𝑍
виконується для всiх функцiй 𝑓 класу 𝐶𝑏, сталих на траєкторiях векторного
поля 𝑍 поблизу поверхнi 𝑆.
При цьому має мiсце умова узгодженостi, що формулюється в наступнiй
теоремi.
Теорема 1.6. Нехай векторнi поля 𝑍1, 𝑍2 P 𝐶1𝑏 p𝑀q є строго трансверсаль-
ними до 𝑆 i поле 𝑍1 𝑍2 дотичне до 𝑆. Крiм того, нехай мiра 𝜇 є диференцi-
йовною уздовж обох полiв 𝑍1 та 𝑍2. Тодi 𝜎𝑍1  𝜎𝑍2.
Означення 1.9. Нехай 𝜔 — диференцiальна 1-форма класу 𝐶1𝑏 , визначена
в околi 𝑆𝜀 межi 𝑆 областi 𝐺 i 𝑖𝜔  0, де 𝑖 — вкладення 𝑆 в 𝑀 . Нехай для
деякого (а тому i для будь-якого еквiвалентного) обмеженого атласу Ω на𝑀 ,
пiдпорядкованого данiй обмеженiй структурi, виконується умова: iснує 𝛿 ¡ 0,
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для якого для будь-якого 𝑥 P 𝑆𝜀 i карти p𝑈,𝜙q P Ω в точцi 𝑥 для представлення
𝜔 в цiй картi має мiсце нерiвнiсть
𝜔𝜙 𝜙p𝑥q ¡ 𝛿. Тодi форма 𝜔 називається
фундаментальною формою поверхнi 𝑆.
Виявляється, що для будь-якого вкладеного в 𝑀 пiдмноговиду iснує фун-
даментальна форма. Якщо область 𝐺 є узгодженою з мiрою 𝜇, а 𝜔 — фунда-
ментальна форма поверхнi 𝑆  B𝐺, тодi поверхнева мiра на 𝑆 (другого типу)
визначається рiвнiстю
𝜇𝜔  1
𝜔p𝑍q

𝑆
𝜎𝑍 .
Зрозумiло, що якщо є двi фундаментальнi форми поверхнi, що спiвпадають на
𝑆, то вiдповiднi поверхневi другого типу також збiгаються.
Адекватнiсть наведеного вище пiдходу, запропонованого у роботi [9], пiд-
тверджується отриманим варiантом формули Гаусса-Остроградского:»
𝐺
div𝑋 𝑑𝜇 
»
𝑆
𝜔p𝑋q 𝑑𝜇𝜔
для випадку узгодженої з областю 𝐺 та диференцiйовної уздовж 𝑋 мiри 𝜇.
У роботах [11,12] за допомогою описаної вище конструкцiї перенесено на
нескiнченновимiрний випадок ряд результатiв класичної скiнченновимiрної
теорiї крайових задач.
1.5 Висновки за роздiлом
У даному роздiлi здiйснено огляд лiтератури за темою дисертацiйного до-
слiдження. Розглянуто клас банахових многовидiв зi спецiальною структу-
рою — банаховi многовиди з рiвномiрною структурою, та вказано деякi їх вла-
стивостi. Наведено основнi означення та властивостi з теорiї диференцiйовних
мiр та вказано рiзнi пiдходи до визначення диференцiйовних мiр. Розглянуто
диференцiйовнiсть за Фомiним та за Скороходом, уздовж напрямкiв та уздовж
векторних полiв, на лiнiйних просторах та нелiнiйних многовидах, визначено
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зв’язок мiж ними. Наведено огляд пiдходiв до побудови поверхневих мiр в
нескiнченновимiрних просторах.
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РОЗДIЛ 2
КОНСТРУКЦIЯ ПОВЕРХНЕВИХ МIР НА БАНАХОВИХ
МНОГОВИДАХ З РIВНОМIРНОЮ СТРУКТУРОЮ
У даному роздiлi запропоновано метод побудови поверхневих мiр на по-
верхнях скiнченної корозмiрностi, вкладених у банахiв многовид з обмеженою
структурою. Iдея, запропонована в роботi [9] для замкнених поверхонь коро-
змiрностi 1, розповсюджується на випадок не обов’язково замкнених вкладе-
них поверхонь довiльної скiнченної корозмiрностi. Наведенi у даному роздiлi
результати представлено у роботi [13].
Для борелiвської мiри на многовидi будується асоцiйована з нею поверхне-
ва мiра за допомогою набору строго трансверсальних до поверхнi векторних
полiв, що попарно комутують. Пiд дiєю потоку вказаного набору векторних
полiв поверхня переходить у деякий окiл на многовидi, для якого визначено
вихiдну мiру. Граничним переходом одержується значення бажаної поверхне-
вої мiри.
Далi вважаємо, що 𝑀 є зв’язним банаховим многовидом класу 𝐶2, надiле-
ним обмеженою структурою.
Якщо p𝑀1,Ω1q i p𝑀2,Ω2q — банаховi многовиди з обмеженими атласами i
модельними просторами 𝐸1 i 𝐸2, то на 𝑀1 𝑀2 визначено обмежений атлас
Ω1  Ω2 :
 p𝑈  𝑉, 𝜙 𝜓q | p𝑈,𝜙q P Ω1; p𝑉, 𝜓q P Ω2(, тому 𝑀1 𝑀2 також є
многовидом з обмеженою структурою i модельним простором 𝐸1   𝐸2.
Якщо 𝑉 — вiдкрита множина в R𝑚, то для многовиду з обмеженим атласом
p𝑀,Ωq обмежену структуру на 𝑀  𝑉 домовимося задавати атласом Ω 𝑖𝑑 
  p𝑈  𝑉, 𝜙 𝑖𝑑q | p𝑈,𝜙q P Ω(.
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2.1 Вкладена поверхня скiнченної корозмiрностi
Означення 2.1. Пiдмножину 𝑆  𝑀 назвемо (вкладеною) поверхнею в
𝑀 скiнченної корозмiрностi 𝑚, якщо iснує многовид 𝑁 з обмеженою стру-
ктурою, модельним простором якого є пiдпростiр 𝐸1 в 𝐸 корозмiрностi 𝑚,
вiдкритий окiл 𝑉 нуля 0⃗ P R𝑚 та обмежений iзоморфiзм 𝑔 : 𝑁  𝑉 Ñ 𝑈 𝑀
на вiдкриту пiдмножину 𝑈 в 𝑀 , для якого 𝑔
 
𝑁  t⃗0u  𝑆.
Далi вважається, що на 𝑀 зафiксовано обмежений атлас Ω   p𝑈𝛼, 𝜙𝛼q(,
узгоджений з вихiдною обмеженою структурою, а тому i вiдповiдна метри-
ка. Всюди далi будемо використовувати наступнi позначення: вiдображення
𝑃1 : 𝑁  𝑉 Ñ 𝑁 та 𝑃2 : 𝑁  𝑉 Ñ 𝑉 — проектори на першу та другу коор-
динату вiдповiдно; 𝑖1 : 𝑁 Ñ 𝑁  𝑉 — оператор пiдняття, 𝑖1p𝑥q  p𝑥, 0⃗q. Якщо
поверхня 𝑆 вкладена у многовид 𝑀 то через 𝑔𝑁 будемо позначати iзоморфiзм
𝑔𝑁 : 𝑁 Ñ 𝑆, 𝑁 Q 𝑥 ÞÑ 𝑔p𝑥, 0⃗q P 𝑆, тобто 𝑔𝑁  𝑔  𝑖1, 𝑔1𝑁  𝑃1  𝑔1.
Модельним простором многовиду 𝑁𝑉 є банахiв простiр 𝐸1   R𝑚
 
з нор-
мою }x𝜉, ℎ⃗y}  }𝜉}   }⃗ℎ}, топологiчно iзоморфний простору 𝐸. При цьому,
якщо на 𝑁 зафiксовано обмежений атлас Ω𝑁 i вiдповiдна метрика 𝜌𝑁 , то ме-
трика 𝜌𝑁𝑉 , що визначається обмеженим атласом Ω𝑁  𝑖𝑑 на 𝑁 𝑉 , задається
формулою:
𝜌𝑁𝑉
 x𝑎, 𝑢y, x𝑏, 𝑣y  𝜌𝑁p𝑎, 𝑏q   }𝑢 𝑣}, 𝑎, 𝑏 P 𝑁 ; 𝑢, 𝑣 P 𝑉. (2.1)
Дiйсно, 𝜌𝑁𝑉
 x𝑎, 𝑢y, x𝑏, 𝑣y є точною нижньою гранню довжин всеможли-
вих кусково-гладких кривих Γ, що з’єднують вказанi точки. Беремо деяку
кусково-гладку кривую Γ: r0, 1s Ñ 𝑀  𝑉 , Γp𝑡q  @𝑐p𝑡q, 𝑤p𝑡qD, Γp0q  x𝑎, 𝑢y,
Γp1q  x𝑏, 𝑣y. Для карти 𝜙  𝑖𝑑 представлення Γ має вигляд: Γ𝜙𝑖𝑑p𝑡q 
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 @p𝜙  𝑐qp𝑡q, 𝑤p𝑡qD (для тих 𝑡, для яких права частина має змiст). Тодi
𝐿pΓq  sup
Δ
 
𝑙pΓ;∆q(  sup
Δ
$&% ?¸?
𝑘1
𝜏𝑘»
𝜏𝑘1
pΓ𝜙𝑘𝑖𝑑q1p𝜏q 𝑑𝜏
,.- 
 sup
Δ
$&% ?¸?
𝑘1
𝜏𝑘»
𝜏𝑘1
p𝜙𝑘  𝑐q1p𝜏q  𝑤1p𝜏q 𝑑𝜏
,.- 
 sup
Δ
$&% ?¸?
𝑘1
𝜏𝑘»
𝜏𝑘1
p𝜙𝑘  𝑐q1p𝜏q 𝑑𝜏   𝐿p𝑤q
,.-  𝐿p𝑐q   𝐿p𝑤q.
Враховуючи незалежнiсть кривих 𝑤 i 𝑐 та взаємно однозначну вiдповiд-
нiсть мiж парами кривих x𝑐, 𝑤y та кривими Γ, отримуємо, що inf
Γ
𝐿pΓq 
 inf
𝑐
𝐿p𝑐q   inf
𝑤
𝐿p𝑤q  𝜌𝑁p𝑎, 𝑏q   𝜌R𝑚p𝑢, 𝑣q, звiдки i випливає рiвнiсть (2.1).
З рiвностi (2.1) випливає, що якщо 𝑉 мiстить замкнену кулю 𝐵𝑟 з центром
в 0⃗ радiусу 𝑟, то для метрики 𝜌𝑁𝑉 виконується наступна умова:
p𝑝, 𝑞 P 𝑁 ; ?⃗? P 𝑉 z𝐵𝑟q ùñ

𝜌𝑁𝑉
 x𝑝, ?⃗?y, x𝑞, 0⃗y ¥ 𝑟	.
Оскiльки морфiзм 𝑔1 : 𝑈 Ñ 𝑁  𝑉 задовольняє умову Лiпшиця вiдносно
метрик 𝜌 на 𝑀 i 𝜌𝑁𝑉 на 𝑁  𝑉 , то iснує 𝛿 ¡ 0, для якого виконана умова:
 
𝑥 P 𝑆; 𝑦 P 𝑔p𝑁  p𝑉 z𝐵𝑟qq
 ùñ  𝜌p𝑥, 𝑦q ¥ 𝛿. (2.2)
Дiйсно, iснує таке 𝐿 ¡ 0, що 𝜌𝑁𝑉
 
𝑔1p𝑢q, 𝑔1p𝑣q ¤ 𝐿𝜌p𝑢, 𝑣q для всiх 𝑢, 𝑣 P
P 𝑈 𝑀 . Тодi для 𝑥  𝑔p𝑞, 0⃗q P 𝑆, 𝑦  𝑔p𝑝, ?⃗?q P 𝑔 𝑁  p𝑉 z𝐵𝑟q маємо:
𝜌p𝑥, 𝑦q ¥ 1
𝐿
𝜌𝑁𝑉
 x𝑝, ?⃗?y, x𝑞, 0⃗y ¥ 𝑟
𝐿
 𝛿,
що i означає умову (2.2).
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Для 𝜀 ¡ 0 визначимо пiдмножину 𝑆𝜀  𝑆 умовою:
p𝑥 P 𝑆𝜀q ðñ

𝑥 P 𝑆;  𝑦 P𝑀 | 𝜌p𝑥, 𝑦q   𝜀(  𝑈	, (2.3)
тобто 𝑆𝜀 
 
𝑥 P 𝑆 | 𝐵𝜀p𝑥q  𝑈
(   𝑥 P 𝑆 | 𝜌p𝑥,𝑀z𝑈q ¥ 𝜀(. Тодi iснує
таке 𝛼 ¡ 0, що 𝑆𝜀  ∅ для 𝜀 P p0, 𝛼q. Крiм того, враховуючи умову (2.2), при
𝜀   𝛿 для 𝑦 P 𝑆𝜀 маємо 𝐵𝜀p𝑦q  𝑔p𝑁 𝐵𝑟q. Для кожного 𝜀 очевидним є також
включення p𝑆𝜀q𝜀  𝑈 (тут i далi 𝐴𝜀 — 𝜀-окiл множини 𝐴).
Множина 𝑁t⃗0u є борелiвською в 𝑁𝑉 , а тому, оскiльки 𝑔 : 𝑁𝑉 Ñ 𝑈 —
гомеоморфiзм, то 𝑆 P ℬp𝑀q.
З неперервностi функцiї 𝑓p𝑥q  𝜌p𝑥,𝑀z𝑈q i рiвностi
𝑆𝜀  𝑆
£ 
𝑥 | 𝑓p𝑥q ¥ 𝜀(
випливає, що 𝑆𝜀 P ℬp𝑆q, i послiдовнiсть множин
!
𝑆 1𝑛
)
зростає до 𝑆.
Покажемо, що 𝑆𝜀  𝑆
 
𝑥 | 𝑓p𝑥q ¥ 𝜀(, а тому 𝑆𝜀 — замкнена в 𝑀 .
Нехай 𝑥 P 𝑆 𝑥 | 𝑓p𝑥q ¥ 𝜀(, тодi 𝜌p𝑥,𝑀z𝑈q ¥ 𝜀, тобто 𝑥 P 𝑈 , 𝑥  𝑔p𝑢, ?⃗?q.
Крiм того, iснує послiдовнiсть
 
𝑥𝑛  𝑔p𝑢𝑛, 0⃗q
(  𝑆, що прямує до 𝑥. Тодi
𝑔1p𝑥𝑛q  p𝑢𝑛, 0⃗q збiгається до 𝑔1p𝑥q  p𝑢, 𝑣q, тобто ?⃗?  0⃗ i 𝑥 P 𝑆.
Твердження 2.1. Якщо 𝑆 — замкнена поверхня в банаховому многовидi
𝑀 з рiвномiрною структурою, то 𝑆𝜀  𝑆 при 𝜀 P p0, 𝛿q, де 𝛿 визначено в
нерiвностi (2.2).
Доведення. Випадок 𝑈  𝑀 є очевидним. Нехай 𝑀  𝑈 i 𝑆𝜀  𝑆 при
𝜀 P p0, 𝛿q. Тодi iснують точки 𝑥 P 𝑆 i 𝑦 P 𝑀z𝑈 , для яких 𝜌p𝑥, 𝑦q   𝜀   𝛿,
а тому для деякої кривої Γ: r0, 1s Ñ 𝑀 , що з’єднує точки 𝑥 та 𝑦, має мiсце
нерiвнiсть 𝐿pΓq   𝛿. Для кожного 𝑠 P r0, 1s: 𝜌 𝑥,Γp𝑠q ¤ 𝐿 Γ
r0,𝑠s
 ¤ 𝐿pΓq   𝛿,
тому образ кривої Γ повнiстю лежить в 𝐵𝛿p𝑥q. Множина 𝐴  Γ1p𝑀z𝑈q 
 t𝑠 P r0, 1s | Γp𝑠q R 𝑈u є непорожньою (1 P 𝐴) та замкненою, а отже,
iснує 𝜉  inf 𝐴  min𝐴, причому 𝜉 ¡ 0, оскiльки Γp0q  𝑥 P 𝑈 . Таким
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чином точка 𝑧  Γp𝜉q не належить множинi 𝑈 , а для кожного 𝑠   𝜉: Γp𝑠q P
P 𝑈  𝑔p𝑁  𝑉 q, причому 𝜌 𝑥,Γp𝑠q ¤ 𝛿. Врахувавши умову (2.2), отримуємо
включення Γ
 r0, 𝜉q  𝑔p𝑁 𝐵𝑟q.
Розглянемо послiдовнiсть 𝑠𝑛, що монотонно зростає до 𝜉, i обмежений
iзоморфiзм ℎ  p𝑙𝑀  𝑖𝑑q  p𝑔𝑁  𝑖𝑑q  𝑔1 : 𝑔p𝑁 𝐵𝑟q Ñ𝑀 𝐵𝑟, де 𝑙𝑀 : 𝑆 Ñ
Ñ 𝑀 — вкладення. Тодi 𝑧𝑛  Γp𝑠𝑛q Ñ 𝑧, тому послiдовнiсть 𝑧𝑛 фундамен-
тальна в 𝑀 , а функцiя ℎ задовольняє умову Лiпшиця, отже, ℎp𝑧𝑛q — фунда-
ментальна в 𝑀  𝐵𝑟, i завдяки повнотi 𝑀 iснує границя p𝑚,𝑤q P 𝑀  𝐵𝑟:
ℎp𝑧𝑛q  p𝑢𝑛, 𝑤𝑛q Ñ p𝑚,𝑤q. Але 𝑢𝑛 P 𝑆, а 𝑆 — замкнена, тому 𝑚 P 𝑆, звiдки
p𝑚,𝑤q P 𝐼𝑚pℎq i 𝑧𝑛  ℎ1p𝑢𝑛, 𝑤𝑛q Ñ ℎ1p𝑚,𝑤q. Тобто 𝑧  ℎ1p𝑚,𝑤q P
P 𝑔p𝑁 𝐵𝑟q  𝑈 . Суперечнiсть.
Якщо поверхня 𝑆 вкладена у многовид 𝑀 , то за допомогою функцiї 𝑔𝑁 на
𝑆 визначено обмежену структуру, запозичену з 𝑁 . Якщо Ω𝑁 
 p𝑊𝛼, 𝜓𝛼q( —
обмежений атлас на 𝑁 , тодi Ω𝑆 
! 
𝑔𝑁p𝑊𝛼q, 𝜓𝛼𝑔1𝑁
)   p𝑉𝛼, 𝜏𝛼q( є обмеже-
ним 𝐸1-атласом на 𝑆. Крiм того, визначено атлас Ω𝑀 на 𝑀 , що узгоджується
з вихiдною обмеженою структурою (що дiє в простiр 𝐸1 R𝑚, лiнiйно гомео-
морфний 𝐸):
Ω𝑀 
! 
𝑔p𝑊𝛼  𝑉 q, p𝜓𝛼  𝑖𝑑q  𝑔1
)   p𝑈𝛼, 𝜙𝛼q(. (2.4)
Для кожної точки 𝑥 P 𝑆 дотичний простiр 𝑇𝑥𝑆 є пiдпростором 𝑇𝑥𝑀 , при-
чому для представлення у вiдповiдних картах атласiв Ω𝑀 та Ω𝑆 має мiсце
розклад p𝑇𝑥𝑀q𝜙  p𝑇𝑥𝑆q𝜏   R𝑚.
Твердження 2.2. Якщо 𝑆 — вкладена в 𝑀 поверхня корозмiрностi 𝑚, то
для будь-якої точки 𝑦 P 𝑆 iснує карта p𝐷,𝜙q в точцi 𝑦 на 𝑀 (сумiсна з
атласом Ω), така, що: 𝜙 : 𝐷 Ñ 𝐷1  𝐷2  𝐸1  R𝑚 — дифеоморфiзм, а
𝜙p𝐷 X 𝑆q  𝐷1  t⃗0u.
Доведення. Для 𝑦 P 𝑆 в якостi p𝐷,𝜙q беремо карту з атласу Ω𝑀 , визначе-
ного в умовi (2.4). Тодi пiд дiєю 𝜙 множина 𝐷  𝑔p𝑊  𝑉 q переходить у
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𝜓p𝑊 q  𝑉  𝐸1 R𝑚 i при цьому 𝜙p𝐷 X 𝑆q  𝜙

𝑔p𝑊  𝑉 q X 𝑔 𝑁  t⃗0u	 
 𝜙

𝑔
 
𝑊  t⃗0u	  𝜙p𝑊 q  t⃗0u.
Зауваження 2.1. У роботi [31, c. 34] наводиться наступне означення пiд-
многовиду банахового многовиду 𝑀 . Пiдмножина 𝑌  𝑀 називається пiдм-
ноговидом 𝑀 , якщо для кожного 𝑥 P 𝑌 iснує карта p𝜓, 𝑉 q на 𝑀 , що задає
iзоморфiзм на декартовий добуток 𝑉1 𝑉2 вiдкритих пiдмножин в банахових
просторах 𝐸1 та 𝐸2 вiдповiдно, i при цьому 𝜙p𝑌 X 𝑉 q  𝑉1  t0u. Таким
чином, з твердження 2.2 випливає, що вкладена поверхнi скiнченної корозмiр-
ностi (вiдповiдно до означення 2.1) є частковим випадком пiдмноговиду.
2.2 Асоцiйована форма поверхнi
Означення 2.2. Нехай 𝑆 — поверхня в 𝑀 корозмiрностi 𝑚; 𝑔 : 𝑁  𝑉 Ñ
Ñ 𝑈  𝑀 — обмежений iзоморфiзм, що визначає вкладення поверхнi 𝑆 в
𝑀 ; 𝜔 — диференцiальна 𝑚-форма класу 𝐶1𝑏 , визначена на 𝑈 (або на бiльшiй
вiдкритiй пiдмножинi в 𝑀 ). Нехай для будь-якої точки 𝑥 P 𝑆 простiр 𝑇𝑥𝑆 є
асоцiйованим пiдпростором зовнiшньої форми 𝜔p𝑥q в просторi 𝑇𝑥𝑀

iнакше
кажучи, 𝑇𝑥𝑆 
 
𝑌 P 𝑇𝑥𝑀 | 𝑖𝑌 𝜔p𝑥q  0
(
, де 𝑖𝑌 — внутрiшнiй добуток зов-
нiшньої форми 𝜔p𝑥q на вектор 𝑌
	
. Додатково припускаємо, що для деякого
(а тому i для будь-якого еквiвалентного) обмеженого атласу Ω на 𝑀 , пiд-
порядкованого данiй обмеженiй структурi, виконується умова: iснує 𝛼 ¡ 0
таке, що для кожного 𝜀 P p0, 𝛼q можна знайти 𝛿 ¡ 0, для якого для будь-
яких 𝑥 P 𝑆𝜀 i карти p𝑈,𝜙q P Ω в точцi 𝑥 (т.е. 𝑥 P 𝑈 ) для представлення
𝜔 в цiй картi має мiсце нерiвнiсть
𝜔𝜙 𝜙p𝑥q ¥ 𝛿. Тодi форму 𝜔 назвемо
асоцiйованою формою поверхнi 𝑆.
Якщо через
𝑇 p𝑝q
𝑝
позначити норму значення тензорного поля 𝑇 в про-
сторi
 
𝑇𝑝𝑀, |||  |||𝑝

, то остання умова в означеннi 2.2 допускає еквiвалентне
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формулювання:
D 𝛼 ¡ 0 @ 𝜀 P p0, 𝛼q D 𝛿 ¡ 0 @ 𝑥 P 𝑆𝜀 :
𝜔p𝑥q
𝑥
¥ 𝛿.
Таким чином, означення асоцiйованої форми поверхнi є iнварiантним вiд-
носно переходу до еквiвалентного обмеженого атласу.
В наступному твердженнi наведенi елементарнi властивостi диференцiаль-
них форм класу 𝐶1𝑏 (перевiряються безпосередньо).
Твердження 2.3. Нехай 𝜔 — диференцiальна 𝑚-форма класу 𝐶1𝑏 , визначена
на деякiй множинi 𝑈 𝑀 . Тодi:
а) якщо функцiя 𝑓 : 𝑀 Ñ R має клас гладкостi 𝐶1𝑏 , то диференцiальна форма
𝜈  𝑓𝜔 також належить до класу 𝐶1𝑏 p𝑈q;
б) якщо 𝑁 — банахiв многовид з обмеженою структурою i ℎ : 𝑁 Ñ 𝑈 є обме-
женим морфiзмом класу 𝐶2𝑏 , то диференцiальна форма 𝛼  ℎ𝜈 належить до
класу 𝐶1𝑏 p𝑁q;
в) якщо 𝜈 — диференцiальна 𝑛-форма класу 𝐶1𝑏 p𝑈q, то 𝜔 ^ 𝜈 є диференцiаль-
ною 𝑚  𝑛-формою класу 𝐶1𝑏 p𝑈q.
У наступному прикладi наводиться конструкцiя асоцiйованої форми для
довiльної вкладеної поверхнi скiнченної корозмiрностi.
Приклад 2.1. Нехай 𝑔 : 𝑁  𝑉 Ñ 𝑔p𝑁  𝑉 q  𝑈  𝑀 — обмежений
iзоморфiзм, що визначає вкладену поверхню 𝑆 корозмiрностi 𝑚. Нехай 𝐵𝑟 —
куля радiусу 𝑟 ¡ 0 з центром в 0⃗, компактно вкладена в 𝑉 (𝐵𝑟  𝑉 ); ℎ —
неперервно диференцiйовна функцiя на 𝑉 , для якої ℎp⃗0q  0, ℎp?⃗?q  0 для
?⃗? R 𝐵𝑟. Нехай 𝑃2 — проекцiя 𝑁  𝑉 на 𝑉 . Тодi визначена на 𝑈 𝑚-форма 𝜔 
  𝑔1 𝑃 2 pℎ 𝑑𝑡1^𝑑𝑡2^. . .^𝑑𝑡𝑚q задовольняє всi умови𝑚-форми, асоцiйованої
з поверхнею 𝑆.
Доведення. Гладкiсть 𝜔 класу 𝐶1𝑏 випливає з твердження 2.3. Для 𝑥  𝑔p𝑧, ?⃗?q P
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P 𝑈 та 𝑢1, . . . , 𝑢𝑚 P 𝑇𝑥𝑀 маємо:
𝜔p𝑥qp𝑢1, . . . , 𝑢𝑚q  ℎp?⃗?q  p𝑑𝑡1 ^ . . .^ 𝑑𝑡𝑚q
 
𝑇𝑥p𝑃  𝑔1q𝑢1, . . . , 𝑇𝑥p𝑃2  𝑔1q𝑢𝑚

.
Тодi для 𝑥 P 𝑆:
 
𝑌 P 𝑇𝑥𝑀 | 𝑖𝑌 𝜔p𝑥q  0
(   𝑌 P 𝑇𝑥𝑀 | 𝑇𝑥p𝑃2  𝑔1q𝑌  0(  𝑇𝑥𝑆.
Оскiльки асоцiйованiсть форми не залежить вiд вибору обмеженого атласу,
можемо взяти на 𝑀 атлас Ω𝑀 (див. (2.4)). Тодi для точки 𝑥  𝑔p𝑧, 0q P 𝑆, що
належить областi визначення деякої карти 𝜙  p𝜓  𝑖𝑑q  𝑔1 представлення
𝑤𝜙 форми 𝜔 в картi 𝜙 має вигляд:
𝜔𝜙
 p𝜙p𝑥q p𝑢1q𝜙, . . . , p𝑢𝑚q𝜙  ℎp⃗0q  det  𝜋𝐸1p𝑢1q𝜙 . . . 𝜋𝐸1p𝑢𝑚q𝜙 ,
де 𝜋𝐸1 — проектор з 𝐸 на 𝐸1. Тодi:
𝜔𝜙 𝜙p𝑥q  ℎp⃗0q  sup
𝑒1,...𝑒𝑚P𝐸
det  𝜋𝐸1𝑒1 . . . 𝜋𝐸1𝑒𝑚 
}𝑒1}  . . .  }𝑒𝑚} ¥
¥ ℎp⃗0q  sup
𝑒1,...𝑒𝑚P𝐸1
det  𝑒1 . . . 𝑒𝑚 
}𝑒1}  . . .  }𝑒𝑚} 
ℎp⃗0q  } det𝑚}.
Отже, диференцiальна форма 𝜔 задовольняє всi умови означення 2.2.
Зауваження 2.2. Помiтимо, що побудована в даному прикладi форма 𝜔 є
замкненою.
2.3 Трансверсальнi набори векторних полiв
Нехай 𝑆 — вкладена в 𝑀 поверхня корозмiрностi 𝑚; 𝑔 : 𝑁  𝑉 Ñ 𝑈 
 𝑀 — обмежений iзоморфiзм, що визначає вкладення 𝑆 в 𝑀 и 𝜔 — асоцiйо-
вана 𝑚-форма поверхнi 𝑆. Розглянемо набiр визначених на 𝑈 (або на бiльшiй
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вiдкритiй пiдмножинi в 𝑀 ) векторних полiв ?⃗? : t𝑍1, 𝑍2 . . . , 𝑍𝑚u класу 𝐶1𝑏 .
Означення 2.3. Набiр векторних полiв ?⃗?  t𝑍1, 𝑍2 . . . , 𝑍𝑚u назвемо
трансверсальним до 𝑆, якщо для кожної точки 𝑥 P 𝑆 має мiсце нерiвнiсть:
𝜔p?⃗?qp𝑥q : 𝜔p𝑍1, . . . , 𝑍𝑚qp𝑥q  0 i строго трансверсальним до 𝑆, якщо iснує
𝛼 ¡ 0 таке, що для кожного 𝜀 P p0, 𝛼q iснує 𝛿 ¡ 0 таке, що для будь-якого
𝑥 P 𝑆𝜀 має мiсце нерiвнiсть:
𝜔p?⃗?qp𝑥q ¥ 𝛿.
Лема 2.1. Означення трансверсальностi та строгої трансверсальностi
до 𝑆 набору векторних полiв ?⃗? не залежить вiд вибору асоцiйованої форми 𝜔
поверхнi 𝑆.
Доведення.
Крок 1. Нехай 𝐸1 — пiдпростiр в 𝐸 корозмiрностi 𝑚; 𝛼 та 𝛽 — двi зовнiшнi
форми на 𝐸, для яких 𝐸1  t𝑦 P 𝐸 | 𝑖𝑦𝛼  0u  t𝑦 P 𝐸 | 𝑖𝑦𝛽  0u. Доведемо,
що 𝛼 та 𝛽 колiнеарнi.
Нехай t𝑥1, . . . , 𝑥𝑚u — лiнiйно незалежна система векторiв з 𝐸 i 𝐸 
 𝐸1   л.о.t𝑥1, . . . , 𝑥𝑚u. Нехай 𝛼p𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚q  𝑐1; 𝛽p𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚q  𝑐2.
Доведемо рiвнiсть 𝑐1𝛽  𝑐2𝛼  0. Дiйсно, кожний вектор 𝑧𝑘 P 𝐸 можна пред-
ставити у виглядi: 𝑧𝑘  𝑦𝑘   𝜆p𝑘q1 𝑥1   . . .  𝜆p𝑘q𝑚 𝑥𝑚, 𝑦𝑘 P 𝐸1. Тому:
p𝑐1𝛽  𝑐2𝛼qp𝑧1, 𝑧2, . . . , 𝑧𝑚q 
 p𝑐1𝛽  𝑐2𝛼q

𝑦1  
?¸?
𝑖1
𝜆
p1q
𝑖 𝑥𝑖, . . . , 𝑦𝑚  
?¸?
𝑖1
𝜆
p𝑚q
𝑖 𝑥𝑖


 𝑑𝑒𝑡

𝜆
p𝑗q
𝑖
	  
𝑐1𝛽p𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚q  𝑐2𝛼p𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚q
  0.
Крок 2. Нехай 𝜔1 та 𝜔2 — двi асоцiйованi 𝑚-форми поверхнi 𝑆 в 𝑀 . Для
будь-якої точки 𝑥 P 𝑆 за кроком 1 вiдповiднi зовнiшнi форми є колiнеарними
в просторi 𝑇𝑥𝑀 та не рiвними нулю. Звiдси негайно випливає незалежнiсть
умови трансверсальностi набору ?⃗? вiд вибору асоцiйованої форми поверхнi 𝑆.
В той же час, з означення 2.2 асоцiйованої форми поверхнi випливає,
що для будь-якого 𝜀 P p0, 𝛼q iснують такi константи 𝛿, 𝐶 ¡ 0, що для
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кожної карти 𝜙 i кожного 𝑥 P 𝑆𝜀 з цiєї карти мають мiсце нерiвностi:
𝛿  
p𝜔1q𝜙 𝜙p𝑥q   𝐶, 𝛿   p𝜔2q𝜙 𝜙p𝑥q   𝐶. Тому коефiцiєнт колiнеар-
ностi 𝜆p𝑥q форм 𝜔1 та 𝜔2 в точках 𝑥 P 𝑆𝜀
 
𝜔1p𝑥q  𝜆p𝑥q𝜔2p𝑥q

задовольняє
умови: sup
𝑆𝜀
𝜆pq   𝐶
𝛿
  8, inf
𝑆𝜀
𝜆pq ¡ 𝛿
𝐶
¡ 0, що доводить незалежнiсть
умови строгої трансверсальностi набору ?⃗? вiд вибору асоцiйованої форми по-
верхнi.
Зауваження 2.3. Неважко перевiрити, що умова асоцiйованої 𝑚-форми
поверхнi 𝑆 та умова трансверсальностi (строгої трансверсальностi) набору
векторних полiв не змiниться при переходi до еквiвалентного обмеженого
атласу, а тому визначається лише вибором обмеженої структури.
В подальшому нас будут цiкавити строго трансверсальнi до 𝑆 набори ве-
кторних полiв, що попарно комутують.
Позначимо через Φ𝑋𝑡  Φ𝑋p𝑡; q потiк векторного поля 𝑋 (визначений
локально) i для набору векторних полiв ?⃗?  t𝑍1, 𝑍2 . . . , 𝑍𝑚u, що попарно
комутують, покладемо: Φ?⃗?
?⃗?
: Φ𝑍1𝑡1 Φ𝑍2𝑡2 . . .Φ𝑍𝑚𝑡𝑚
 
тут ?⃗?  p𝑡1, . . . , 𝑡𝑚q P R𝑚

.
Значення Φ?⃗?
?⃗?
не залежить вiд порядку множникiв завдяки комутацiї вектор-
них полiв набору ?⃗?. При цьому Φ?⃗?
?⃗? ?⃗?
 Φ?⃗?
?⃗?
Φ?⃗??⃗?  Φ?⃗??⃗? Φ?⃗??⃗? . Покладемо також
Φ?⃗?
?⃗?
𝐴 : tΦ?⃗?
?⃗?
p𝑥q | 𝑥 P 𝐴u, Φ?⃗?𝑊𝐴 : tΦ?⃗??⃗? p𝑥q | ?⃗? P 𝑊 ;𝑥 P 𝐴u.
Для векторних полiв класу 𝐶1𝑏 також має мiсце аналог твердження 2.3.
Твердження 2.4. Нехай 𝑓 : 𝑀 Ñ 𝑁 — обмежений 𝐶2-iзоморфiзм двох ба-
нахових многовидiв з обмеженою структурою, 𝑋 — векторне поле класу 𝐶1𝑏
на 𝑈  𝑀 . Тодi 𝑌  𝑓𝑋 є векторним полем класу 𝐶1𝑏 на 𝑓p𝑈q  𝑁 , i його
потiк визначається за формулою (при тих 𝑡 P R, при яких права частина має
змiст):
Φ𝑌𝑡 p𝑥q  p𝑓  Φ𝑋𝑡  𝑓1qp𝑥q
Остання рiвнiсть, зокрема, означає, що якщо поля 𝑋 та 𝑍 класу 𝐶1𝑏 p𝑈q ко-
мутують, то такими є i поля 𝑓𝑋 та 𝑓𝑍 на 𝑓p𝑈q.
Наведемо тепер приклад строго трансверсального до 𝑆 набору векторних
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полiв, що попарно комутують.
Приклад 2.2. Нехай 𝑔 : 𝑁  𝑉 Ñ 𝑈  𝑀 — обмежений iзоморфiзм, який
визначає 𝑆, i нехай куля 𝑊  𝐵𝑟  R𝑚 компактно вкладена в 𝑉 . Вiдображе-
ння 𝑓 : ?⃗? ÞÑ 2𝑟
𝜋
 arctg }?⃗?}}?⃗?} ?⃗? (?⃗?  0), ℎp⃗0q  0⃗ дифеоморфно вiдображує R
𝑚 на
кулю 𝑊  𝐵𝑟p⃗0q  R𝑚. Нехай 𝜉1, . . . , 𝜉𝑚 — векторнi поля на 𝑊 , 𝑓 -зв’язанi з
полями
B
B𝑠1 , . . . ,
B
B𝑠𝑚 на R
𝑚, а поля 𝜂1, . . . , 𝜂𝑚 на 𝑉 отриманi продовженням
полiв 𝜉𝑘 нулем ззовнi𝑊 . Якщо 𝑃 : 𝑁 𝑉 Ñ 𝑉 — проекцiя на другий множник,
то поля 𝑌1, . . . , 𝑌𝑚 на 𝑁  𝑉 , 𝑃 -зв’язанi з полями 𝜂1, . . . , 𝜂𝑚, попарно кому-
тують та утворюють строго трансверсальний набiр до поверхнi 𝑁  t⃗0u.
Шуканий набiр векторних полiв складається з полiв 𝑍1, . . . , 𝑍𝑚, 𝑔-зв’язаних з
𝑌1, . . . , 𝑌𝑚. Окрiм того, побудованi поля 𝑍𝑘 є повними, а вiдображення потоку
Φ?⃗? : 𝑆  R𝑚 Ñ Φ𝑅𝑚𝑆 взаємно однозначним.
Доведення. Векторнi поля 𝜂𝑖 представляються у виглядi: 𝜂𝑖p?⃗?q  𝐹 p?⃗?q BB𝑠𝑖 , де
𝐹 : 𝑉 Ñ 𝐿pR𝑚,R𝑚q, 𝐹 p?⃗?q  𝑓 1 𝑓1p?⃗?q, якщо ?⃗? P 𝑊 та 𝐹 p?⃗?q  0, якщо
?⃗? P 𝑉 z𝑊 . Враховуючи граничнi умови, накладенi на функцiю 𝑓 , отримує-
мо гладкiсть класу 𝐶1𝑏 функцiї 𝐹 на 𝑉 , а тому поля 𝜂1, . . . , 𝜂𝑚 належать до
класу 𝐶1𝑏 та попарно комутують. Попарна комутацiя та належнiсть до класу
𝐶1𝑏 p𝑁  𝑉 q полiв 𝑍1, . . . , 𝑍𝑚 випливає з твердження 2.4, причому поля 𝑍𝑘 є
нульовими на 𝑔p𝑉  𝑉 z𝑊 q.
Перевiряємо тепер строгу трансверсальнiсть до 𝑆 набору ?⃗?. За ле-
мою 2.1 в якостi асоцiйованої форми поверхнi 𝑆 можемо взяти форму 𝜔 
  𝑔1 𝑃 2 pℎ 𝑑𝑡1 ^ 𝑑𝑡2 ^ . . .^ 𝑑𝑡𝑚q з прикладу 2.1. Тодi для 𝑥  𝑔p𝑧, ?⃗?q P 𝑈 :
𝜔p?⃗?qp𝑥q  ℎp?⃗?q   𝑑𝑡1 ^ . . .^ 𝑑𝑡𝑚qp𝜂1p?⃗?q, . . . , 𝜂𝑚p?⃗?q.
При 𝑥 P 𝑆 отримуємо:
𝜔p?⃗?qp𝑥q  ℎp⃗0q   𝑑𝑡1 ^ . . .^ 𝑑𝑡𝑚q𝑓 1p⃗0q BB𝑠1 , . . . , 𝑓 1p⃗0q BB𝑠𝑚


 ℎp⃗0q det 𝑓 1p⃗0q,
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звiдки випливає строга трансверсальнiсть до поверхнi 𝑆 набору полiв ?⃗?.
I нарештi, перевiримо повноту полiв ?⃗? та взаємну однозначнiсть звуження
Φ?⃗? на 𝑆R𝑚. За твердженням 2.4 потiк набору полiв 𝜉 визначається за форму-
лою Φ𝜉
?⃗?
p?⃗? q  𝑓  𝑓1p?⃗? q   ?⃗? , ?⃗? P 𝑊 та очевидно є повним. Тодi Φ?⃗?
?⃗?
p?⃗?q  Φ𝜉
?⃗?
p?⃗?q
при ?⃗? P 𝑊 та Φ?⃗?
?⃗?
p?⃗?q  ?⃗? при ?⃗? P 𝑉 z𝑊 для всiх 𝑡 P R𝑚. Для полiв з набору
?⃗? одержуємо Φ?⃗?
?⃗?
p𝑧, ?⃗? q 

𝑧,Φ?⃗?
?⃗?
p?⃗? q
	
i повнота зберiгається. При цьому для
p𝑧, ?⃗? q P 𝑁  t⃗0 u: Φ?⃗?
?⃗?
p𝑧, 0⃗ q 

𝑧, 𝑓
 
𝑓1p⃗0q   ?⃗? 	 — взаємно однозначно зале-
жить вiд пари p𝑧, ?⃗? q P 𝑁  R𝑚. Отже, необхiдна властивiсть виконується для
полiв з набору ?⃗? , а тому i для набору ?⃗?.
Лема 2.2. Нехай векторне поле 𝑋 належить до класу 𝐶1𝑏 p𝑈q. Тодi якщо
для 𝑥 P 𝑈 , 𝑡 P R визначено Φ𝑡p𝑥q P 𝑈 , то 𝜌𝑀
 
𝑥,Φ𝑡p𝑥q
 ¤ 𝐶p𝑋q |𝑡|, де 𝐶p𝑋q —
константа з означення обмеженого векторного поля.
Доведення. Для точок 𝑥 та Φ𝑡p𝑥q можна розглянути гладку криву 𝛾p𝑠q  Φ𝑠p𝑥q,
що з’єднує вказанi точки. Тодi 𝜌𝑀
 
𝑥,Φ𝑡p𝑥q
 ¤ 𝐿p𝛾q  sup
Δ
𝑙p𝛾,∆q. При цьому
для кожного розбиття ∆:
𝑙p𝛾,∆q 
𝑚pΔq¸
𝑘1
𝜏𝑘»
𝜏𝑘1
p𝜙𝑘  Φ𝑥q1p𝜏q 𝑑𝜏 ¤ 𝑚pΔq¸
𝑘1
𝜏𝑘»
𝜏𝑘1
𝐶p𝑋q 𝑑𝜏  𝐶p𝑋q 𝑡.
Отже, 𝜌𝑀
 
𝑥,Φ𝑡p𝑥q
 ¤ 𝐶p𝑋q |𝑡| (для випадку вiд’ємного 𝑡 в якостi 𝛾p𝑠q беремо
Φ𝑥p𝑠q, 𝛾 : r0, |𝑡| s Ñ 𝑈 ).
Як наслiдок останньої леми отримуємо можливiсть продовження iнте-
гральних кривих до границi околу 𝑈 у випадку повного метричного простору:
Твердження 2.5. Нехай многовид 𝑀 є повним метричним простором, а
векторне поле 𝑋 належить до класу 𝐶1𝑏 p𝑈q. Тодi для кожного 𝑥 P 𝑈 потiк
Φ𝑥 є визначеним для кожного 𝑡 P p𝑅,𝑅q, де 𝑅  𝜌p𝑥,𝑀z𝑈q
𝐶p𝑋q .
Наступна допомiжна лема є наслiдком нерiвностi Адамара.
Лема 2.3. Нехай ?⃗?1, . . . , ?⃗?𝑚 P 𝐵𝐶p0q  R𝑚, 𝐴 
 
?⃗?1 . . . ?⃗?𝑚

— невиро-
джена. Тодi iснує таке 𝛿 ¡ 0 (що залежить вiд 𝐶 та det𝐴), що для кожного
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ℎ⃗ P R𝑚 з }⃗ℎ}  1 виконується нерiвнiсть
}𝐴ℎ⃗} 
 ?¸?
𝑘1
ℎ𝑘?⃗?𝑘
 ¥ 𝛿.
Доведення. Оскiльки }⃗ℎ}  1, iснує така координата 𝑖, що |ℎ𝑖| ¥ 1?
𝑚
. Вико-
ристаємо нерiвнiсть Адамара для набору векторiв t⃗𝑏𝑘u, де ?⃗?𝑖 
?¸?
𝑘1
ℎ𝑘?⃗?𝑘, а всi
iншi ?⃗?𝑘 спiвпадають з вiдповiдними ?⃗?𝑘: ?¸?
𝑘1
ℎ𝑘?⃗?𝑘
 ¹
𝑘𝑖
}⃗𝑎𝑘} ¥
det  ?⃗?1 . . . ?⃗?𝑚   |ℎ𝑖|  | det𝐴| ¥ | det𝐴|?𝑚 .
Врахувавши обмеження на норми ?⃗?𝑖, отримуємо необхiдну нерiвнiсть з 𝛿 
 𝛿p𝐶, det𝐴q  | det𝐴|
𝐶𝑚1
?
𝑚
.
Лема 2.4. Нехай 𝐴 – матриця розмiру 𝑚  𝑚, вектор-стовпцi ?⃗?𝑖 якої не
перебiльшують за нормою деяку константу 𝐶. Тодi якщо | det𝐴| ¡ 𝛼 ¡ 0,
то iснує обернена матриця 𝐴1 i при цьому }𝐴1} ¤
?
𝑚𝐶𝑚1
𝛼
, де }  } —
операторна норма.
Доведення. Iснування оберненої до 𝐴 матрицi випливає з того, що det𝐴  0.
При цьому:
}𝐴1}  sup
?⃗?0⃗
}𝐴1?⃗?}
}?⃗?}  sup?⃗?0⃗
}?⃗? }
}𝐴?⃗? }  sup}?⃗? }1
1
}𝐴?⃗? } ¤

лема 2.3
 ¤ ?𝑚𝐶𝑚1
𝛼
.
Наслiдок доведено.
Покажемо, що поверхня 𝑆 разом з деяким околом може бути розшарована
на iнтегральнi кривi строго трансверсального до неї набору векторних полiв.
Для доведення цього факту знадобиться допомiжна лема, що уточнює теорему
про обернену функцiю.
Лема 2.5. Нехай 𝐷 — деяка вiдкрита множина в R𝑚; 𝑓 : 𝐷 Ñ R𝑚 —
функцiя класу 𝐶1𝑏 , для якої 𝑓
1 задовольняє умову Лiпшиця з константою
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𝐿 ¡ 0; 𝐵𝛽p𝑥0q  𝐷, 𝑦0  𝑓p𝑥0q, матриця 𝑓 1p𝑥q невироджена в околi 𝐵𝛽p𝑥0q;det 𝑓 1p𝑥0q ¡ 𝛿 ¡ 0. Тодi iснують такi 𝛼 ¡ 0 i 𝑟 ¡ 0, що 𝐵𝛼p𝑥0q  𝐷 i
при 𝜀   𝛼 множина 𝑓 𝐵𝜀p𝑥0q мiстить кулю 𝐵𝑟𝜀p𝑦0q, таку, що вiдображення
𝑓 : 𝑓1
 
𝐵𝑟𝜀p𝑦0q

𝐵𝜀p𝑥0q Ñ 𝐵𝑟𝜀p𝑦0q є 𝐶1-дифеоморфiзмом. При цьому 𝛼 i 𝑟 не
залежать вiд функцiї 𝑓 i точки 𝑥0, а залежать лише вiд 𝛽, 𝐿, 𝛿 та константи
𝐶, що обмежує
𝑓 1p𝑥q в кожнiй точцi 𝑥 P 𝐷.
Доведення. Iснування оберненої до 𝑓 функцiї необхiдного класу гладкостi в
декому околi точки 𝑥0 випливає з теореми про обернену функцiю, тому пи-
тання виникає лише стосовно радiусiв вiдповiдних околiв. Взявши за основу
доведення теореми про обернену функцiю (див., наприклад, [24, с. 380]), уто-
чнимо оцiнки для радiусiв.
Нехай 𝐴  𝑓 1p𝑥0q, тодi }𝐴} ¤ 𝐶 i за лемою 2.4: }𝐴1} ¤ 𝜂  𝜂p𝐶, 𝛿q.
Вiзьмемо 𝛼  min
"
𝛽,
1
2𝐿𝜂
*
. Покажемо, що тодi для 𝑥1, 𝑥2 P 𝐵𝛼p𝑥0q має
мiсце нерiвнiсть:
𝑥2  𝑥1  𝐴1 𝑓p𝑥2q  𝑓p𝑥1q   1
2
}𝑥2  𝑥1}. (2.5)
Для цього позначимо через ℎ рiзницю 𝑥2  𝑥1 i розглянемо функцiю
𝐹 : r0, 1s Ñ R𝑚, 𝐹 p𝑡q  𝑓p𝑥1   𝑡ℎq  𝑡𝐴ℎ. Тодi 𝐹 належить до класу 𝐶1𝑏 i
при цьому для 𝑡 P r0, 1s:
𝐹 1p𝑡q  𝑓 1p𝑥1   𝑡ℎqℎ 𝐴ℎ,𝐹 1p𝑡q ¤ }𝑓 1p𝑥1   𝑡ℎq  𝑓 1p𝑥0q}  }ℎ} ¤ 𝐿}𝑥1   𝑡ℎ 𝑥0}  }ℎ}   𝐿𝛼}ℎ} ¤ }ℎ}
2 𝜂
.
Тодi:
𝑥2  𝑥1  𝐴1 𝑓p𝑥2q  𝑓p𝑥1q ¤ }𝐴1}  𝑓p𝑥2q  𝑓p𝑥1q  𝐴p𝑥2  𝑥1q 
 }𝐴1}  𝐹 p1q  𝐹 p0q ¤ }𝐴1}  max
𝑡Pr0,1s
𝐹 1p𝑡q   }ℎ}
2
.
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Вiзьмемо тепер 𝜀   𝛼, 𝛾  𝜀
2 𝜂
. Зафiксуємо 𝑦 P 𝐵𝛾p𝑦0q i розглянемо фун-
кцiю 𝑔𝑦 на 𝐵𝜀p𝑥0q, 𝑔𝑦p𝑥q  𝑥  𝐴1
 
𝑦  𝑓p𝑥q. Функцiя 𝑔𝑦 дiє в себе, оскiльки
𝑔𝑦p𝑥q  𝑥0  𝑥 𝑥0   𝐴1 𝑦  𝑓p𝑥q ¤
¤
𝑥 𝑥0   𝐴1 𝑓p𝑥0q  𝑓p𝑥q  𝐴1 𝑦  𝑓p𝑥0q ¤
¤ rнер. (2.5)s ¤ 1
2
}𝑥 𝑥0}   }𝐴1}  𝛾   𝜀.
Крiм того, 𝑔𝑦 є стиском, оскiльки для кожного 𝑥 P 𝐵𝜀p𝑥0q:
𝑔1𝑦p𝑥q  𝐼  𝐴1𝑓 1p𝑥q ¤ }𝐴1}  𝑓 1p𝑥0q  𝑓 1p𝑥q ¤ }𝐴1}  𝐿}𝑥0  𝑥}   12 .
Отже, за теоремою Банаха iснує таке 𝑥𝑦 P 𝐵𝜀p𝑥0q, що 𝑥𝑦  𝑔𝑦p𝑥𝑦q, звiдки
𝑓p𝑥𝑦q  𝑦. Таким чином, побудували обернене вiдображення ℎ  𝑓1 на
𝐵𝛾p𝑦0q, образ якого мiститься в 𝐵𝜀p𝑥0q. Залишилося довести, що ℎ має клас
гладкостi 𝐶1.
Покажемо спершу неперервнiсть ℎ. Для 𝑦1, 𝑦2 P 𝐵𝛾p𝑦0q, ℎp𝑦1q  𝑥1,
ℎp𝑦2q  𝑥2 маємо нерiвнiсть:
}𝑥1  𝑥2} 
𝑔𝑦1p𝑥1q  𝑔𝑦2p𝑥2q ¤ 𝑔𝑦1p𝑥1q  𝑔𝑦1p𝑥2q  𝑔𝑦1p𝑥2q  𝑔𝑦2p𝑥2q 
 𝑥1  𝑥2   𝐴1p𝑦2  𝑦1q  𝐴1p𝑦1  𝑦2q ¤ нер. (2.5) ¤
¤ 1
2
}𝑥2  𝑥1}   }𝐴1}  }𝑦1  𝑦2},
звiдки
}𝑥2  𝑥1} ¤ 2 }𝐴1}  }𝑦1  𝑦2}, (2.6)
що i доводить неперервнiсть вiдображення ℎ.
Покажемо, нарештi, що ℎ є неперервно диференцiйовною. Нехай 𝑦 P
P 𝐵𝛾p𝑦0q, 𝑦  𝑓p𝑥q, 𝑥 P 𝐵𝜀p𝑥0q. Доведемо, що iснує ℎ1p𝑦q 
 
𝑓 1p𝑥q1. Для
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𝑦1 P 𝐵𝛾p𝑦0q, ℎ1p𝑦1q  𝑥1 P 𝐵𝜀p𝑥0q маємо:
ℎp𝑦1q  ℎp𝑦q   𝑓 1p𝑥q1p𝑦1  𝑦q ¤ 𝑓 1p𝑥q1  𝑓 1p𝑥qp𝑥1  𝑥q  p𝑦1  𝑦q 
 𝑓 1p𝑥q1  𝑜 }𝑥1  𝑥}  нер. (2.6)  𝑜 }𝑦1  𝑦}.
Отже, ℎ належить до класу 𝐶1, що i завершує доведення твердження.
Теорема 2.1. Нехай 𝑆 — вкладена в 𝑀 поверхня корозмiрностi 𝑚;
𝑔 : 𝑁  𝑉 Ñ 𝑈  𝑀 — обмежений iзоморфiзм, що визначає 𝑆. Нехай на-
бiр ?⃗?  t𝑍1, . . . , 𝑍𝑚u векторних полiв класу 𝐶1𝑏 p𝑈q, що попарно комутують,
є строго трансверсальним до поверхнi 𝑆. Крiм того нехай для заданого 𝜀 ¡ 0
iснують такi 𝑟0 ¡ 0 та 𝑟1 ¡ 0, що вiдображення Φ?⃗? є визначеним на
𝐵𝑟1p𝑆𝜀q  𝐵𝑟0 (остання умова виконується, наприклад, у випадку повного
метричного простору, див. твердження 2.5). Тодi iснує окiл 𝑊  𝑊 p𝜀q нуля
в R𝑚 такий, що:
а) вiдображення
Φ?⃗? : 𝑆𝜀 𝑊 Q p𝑥, ?⃗? q ÞÑ Φ?⃗??⃗? 𝑥 P Φ?⃗?𝑊𝑆𝜀 (2.7)
взаємно однозначне;
б) iснує окiл 𝑊1 нуля в R𝑚, для якого Φ?⃗?𝑊𝑆𝜀  𝑔p𝑁2𝜀  𝑊1q
 
тут i далi
𝑁𝜀  t⃗0u : 𝑔1p𝑆𝜀q

.
Доведення. Поверхня 𝑁  t⃗0u  𝑔1p𝑆q є вкладеною в 𝑁  𝑉 поверхнею ко-
розмiрностi𝑚. При цьому, якщо визначати множину
 
𝑁t⃗0u
𝜀
умовою (2.3),
то отримуємо
 
𝑁t⃗0u
𝜀
 𝑁t⃗0u  𝑔1p𝑆𝜀q. Однак, для кожного 𝜀 ¡ 0 мо-
жна розглянути множину 𝑁𝜀  𝑔1𝑁 p𝑆𝜀q. Тодi, якщо 𝜈 — асоцiйована форма
поверхнi 𝑆, то 𝜔  𝑔𝜈 є асоцiйованою формою поверхнi 𝑁  t⃗0u (i навпаки)
в тому розумiннi, коли в означеннi 2.2 замiсть
 
𝑁 t⃗0u
𝜀
береться 𝑁𝜀t⃗0u.
Аналогiчно, визначенi на 𝑁  𝑉 векторнi поля 𝑍𝑘, 𝑔-зв’язанi з 𝑍𝑘, попарно
комутують та утворюють строго трансверсальный до поверхнi 𝑁  t⃗0u набiр
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векторних полiв класу 𝐶1𝑏 p𝑁 𝑉 q (також з замiною
 
𝑁 t⃗0u
𝜀
на 𝑁𝜀t⃗0u).
Таким чином, не втрачаючи загальностi, можна для зручностi вважати, що
𝑈  𝑁  𝑉 , не змiнюючи при цьому позначення для набору векторних полiв
i замiнюючи 𝑆 на 𝑁  t⃗0u, 𝑆𝜀 на 𝑁𝜀  t⃗0u.
Крок 1. Враховуючи незалежнiсть умови строгої трансверсальностi набору
векторних полiв вiд вибору асоцiйованої форми (лема 2.1), в якостi асоцiйо-
ваної 𝑚-форми поверхнi 𝑁  t⃗0u можна взяти
𝜔p𝑥, ?⃗? q  𝑑𝑡1 ^ 𝑑𝑡2 ^ . . .^ 𝑑𝑡𝑚.
Оскiльки 𝑇p𝑥,⃗𝑡 qp𝑁𝑉 q  𝑇p𝑥,⃗𝑡 q
 
𝑁t?⃗? u 𝑇p𝑥,⃗𝑡 q t𝑥u𝑉 , то векторнi поля
𝑍𝑘 можна представити у виглядi:
𝑍𝑘p𝑥, ?⃗? q  𝑄𝑘p𝑥, ?⃗? q  
?¸?
𝑗1
𝛼𝑗𝑘p𝑥, ?⃗? q
B
B𝑡𝑗 , (2.8)
де 𝑄𝑘p𝑥, ?⃗? q P 𝑇p𝑥,⃗𝑡 qp𝑁  t?⃗? uq –“горизонтальна складова” векторного поля 𝑍𝑘.
Тому 𝜔p𝑥, ?⃗? q 𝑍1p𝑥, ?⃗? q, 𝑍2p𝑥, ?⃗? q, . . . , 𝑍𝑚p𝑥, ?⃗? q  det 𝛼𝑗𝑘p𝑥, ?⃗? q.
Оскiльки форма 𝜔 та поля 𝑍𝑘 належить до класу 𝐶1𝑏 , функцiя det
 
𝛼𝑗𝑘p𝑥, ?⃗? q

також належить до класу 𝐶1𝑏 , а тому рiвномiрно неперервна в 𝑁  𝑉 .
Зафiксуємо 𝜀 ¡ 0. За умовою строгої трансверсальностi iснує 𝛿 ¡ 0, для
якого при всiх 𝑥 P 𝑁𝜀 виконується нерiвнiсть:
𝜔p𝑥, ?⃗? q ?⃗?p𝑥, ?⃗? q  det 𝛼𝑗𝑘p𝑥, 0⃗ q ¥ 𝛿. (2.9)
Тому iснує вкладена в 𝑉 куля 𝐵𝑟 
 
?⃗? | }⃗𝑡 }   𝑟( (беремо 𝑟   𝑟0), для якої
при всiх p𝑥, ?⃗? q P 𝑁𝜀 𝐵𝑟 має мiсце нерiвнiсть:
det 𝛼𝑗𝑘p𝑥, ?⃗? q ¡ 0. (2.10)
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За умовою теореми маємо також властивiсть:
 
𝑥 P 𝑁𝜀  t⃗0u; }⃗𝑡}   𝑟
 ùñ pΦ?⃗?
?⃗?
𝑥 P 𝑁  𝑉 q.
Нехай t𝑒𝑘u — канонiчний ортонормований базис в R𝑚 i }  } — вiдповiдна
норма. Для кожного ℎ P R𝑚, }⃗ℎ}  1 визначимо векторне поле 𝑌ℎ⃗ 
?¸?
𝑘1
ℎ𝑘𝑍𝑘
класу 𝐶1𝑏 p𝑁  𝑉 q. Тодi для всiх 𝑥 P 𝑁𝜀  𝑉 i 𝑡 P R, для яких визначено Φ?⃗?𝑡ℎ𝑥
(зокрема при 𝑥 P 𝑁𝜀  t⃗0u i |𝑡|   𝑟), визначеним є також Φ𝑌ℎ⃗𝑡 𝑥 i при цьому
Φ?⃗?
𝑡ℎ
𝑥  Φ𝑌ℎ⃗𝑡 𝑥. (2.11)
Позначимо через 𝑃𝑌 вертикальну складову поля 𝑌 , тодi 𝑃𝑌ℎ⃗p𝑥, ?⃗? q 

?¸?
𝑘1
ℎ𝑘 𝑃𝑍𝑘 
?¸?
𝑘1
ℎ𝑘
?¸?
𝑗1
𝛼𝑗𝑘p𝑥, ?⃗? q𝑒𝑗. Оскiльки всi поля 𝑍𝑘 належать до класу
𝐶1𝑏 , сiм’я функцiй 𝑃𝑌ℎ⃗ : 𝑁  𝑉 Q x𝑥, ?⃗? y ÞÑ 𝑃𝑌ℎ⃗p𝑥, ?⃗? q P R𝑚 рiвномiрно вiдносно
ℎ⃗ обмежена.
З умови (2.9) та леми 2.3 (використаної для векторiв 𝑃𝑍𝑘p𝑥, 0⃗ q) випливає
нерiвнiсть:
inf
!𝑃𝑌ℎ⃗p𝑥, 0⃗ q | 𝑥 P 𝑁𝜀; }⃗ℎ}  1)  𝛼 ¡ 0.
З урахуванням леми 2.2 звiдси випливає, що зменшивши 𝑟, можна домог-
тися того, що при 𝜏 P p0, 𝑟q оцiнка

𝑃𝑌ℎ⃗
 
Φ
𝑌ℎ⃗
𝜏 p𝑥, 0⃗ q

, 𝑃𝑌ℎ⃗p𝑥, 0⃗ q
	
¡ 𝛼
2
2
. (2.12)
є справедливою при всiх ℎ⃗ (}⃗ℎ}  1), 𝑥 P 𝑁𝜀.
Покажемо тепер, що для 𝑊  𝐵 𝑟
2
вiдображення Φ є взаємно однозначним
на 𝑊   𝑁𝜀  t⃗0u. Нехай 𝑥1, 𝑥2 P 𝑁𝜀  t⃗0u; ?⃗?1, ?⃗?2 P 𝐵 𝑟2 i
Φ?⃗??⃗?1𝑥1  Φ?⃗??⃗?2𝑥2. (2.13)
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Доведемо, що в цьому випадку 𝑥1  𝑥2.
З рiвностi (2.13) та попарної комутацiї полiв 𝑍𝑘 випливає рiвнiсть: Φ?⃗??⃗? 𝑥1 
 𝑥2, де ?⃗?  ?⃗?1  ?⃗?2 P 𝐵𝑟. Якщо ?⃗?  0⃗, то рiвнiсть 𝑥1  𝑥2 очевидна. Для
𝑠  0⃗ покладемо 𝜏  }?⃗? }; ℎ⃗  1
𝜏
?⃗?; 𝑌  𝑌ℎ⃗. Тодi за умовою (2.11): Φ?⃗??⃗? 𝑥1 
 Φ𝑌𝜏 𝑥1. Доведемо, що при 𝜏 P p0, 𝑟q: Φ𝑌𝜏 𝑥1 R 𝑁  t⃗0u, що i дасть суперечнiсть
з умовою (2.13).
Якщо
 
𝑥p𝜉q, ?⃗?p𝜉q — траєкторiя поля 𝑌 ,  𝑥p0q, ?⃗?p0q  𝑥1, то за нерiвнiстю
(2.12) для 𝜉 P p0, 𝑟q отримуємо:
 
?⃗?p𝜉q, 𝑃𝑌 p𝑥1q
  𝜉»
0

𝑃𝑌
 
𝑥p𝜂q, ?⃗?p𝜂q, 𝑃𝑌 p𝑥1q	 𝑑𝜂 ¡ 𝜉 𝛼2
2
¡ 0.
Отже, для 𝜏 P p0, 𝑟q маємо ?⃗?p𝜏q  0⃗, тобто 𝑥2  Φ𝑌𝜏 𝑥1 R 𝑁  t⃗0u — су-
перечнiсть. Таким чином з рiвностi (2.13) випливає рiвнiсть ?⃗?1  ?⃗?2, а тому i
𝑥1  𝑥2. Окiл нуля 𝑊  𝐵 𝑟2 задовольняє першу умову теореми.
Крок 2. Зафiксуємо 𝜀 ¡ 0 i 𝑥  p𝑥0, ?⃗?0q P 𝑁𝜀  𝐵𝑟 та розглянемо вiдобра-
ження 𝐹𝑥 : 𝑉𝑥 Q ?⃗? ÞÑ 𝑃 pΦ?⃗??⃗? 𝑥q P R𝑚 (𝑃 — проекцiя на другий множник). Тут
𝑉𝑥 — окiл 0⃗ P R𝑚, для якого Φ?⃗??⃗? 𝑥 P 𝑁  𝑉 .
З рiвностi (2.8) отримуємо рiвнiсть:
p𝐹𝑥q1p⃗𝑡 q 
 
𝛼𝑗𝑘pΦ?⃗??⃗? 𝑥q

. (2.14)
Тому 𝐹𝑥 P 𝐶1𝑏 p𝑉𝑥q i iснує константа 𝐶 ¡ 1, для якої умова
p𝐹𝑥q1p⃗𝑡 q ¤ 𝐶 (2.15)
виконується для всiх 𝑥 P 𝑁𝜀 𝐵𝑟 и ?⃗? P 𝑉𝑥. При цьому 𝐹𝑥p⃗0 q  ?⃗?0.
Врахувавши умову (2.10) i використавши класичну теорему про диференцi-
йовнiсть оберненого вiдображення, отримуємо, що 𝐹𝑥 дифеоморфно вiдобра-
жує деякий окiл 𝑈1 нуля в R𝑚 на окiл 𝑈2 точки 𝑡0 P R𝑚.
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За умовою теореми, з урахуванням леми 2.2, отримуємо, що iснує таке
𝛾 ¡ 0, що
 
𝑥0 P 𝑁2𝜀; }⃗𝑡0}   𝛾; }⃗𝑡 }   𝛾
 ùñ pΦ?⃗?
?⃗?
𝑥 P 𝑁𝜀  𝑉 q.
Знову скористаємося рiвномiрною неперервнiстю функцiї det
 
𝛼𝑗𝑘pq

в
𝑁  𝑉 . Iснує число 𝑝 ¡ 0 (беремо 𝑝   𝑟), для якого при всiх p𝑦, ?⃗? q P 𝑁𝜀 𝐵𝑝
виконується нерiвнiсть:
det 𝛼𝑗𝑘p𝑦, ?⃗? q ¡ 𝛿2 .
Якщо тепер взяти точку 𝑥  p𝑥0, 𝑡0q P 𝑁2𝜀 𝐵𝑞, де 𝑞  minp𝛾, 𝑝2𝐶 q, то при
}⃗𝑡 }   𝑞 значення Φ?⃗?
?⃗?
𝑥 належить до 𝑁𝜀 𝐵𝑝, а тому (див. (2.14)):
det𝐹 1𝑥p⃗𝑡 q ¡ 𝛿2 . (2.16)
Таким чином, для кожного 𝑥 P 𝑁2𝜀  𝐵𝑞 вiдповiдна функцiя 𝐹𝑥 задоволь-
няє всi умови леми 2.5. Тому iснує така константа 𝜒 ¡ 0, для якої дифеомор-
фiзм 𝐹𝑥 : 𝑈1 Ñ 𝑈2 для всiх 𝑥 P 𝑁2𝜀𝐵𝑞 має властивiсть 𝑈2 
 
?⃗? | }⃗𝑡𝑡0} ¤ 𝜒
(
,
𝑈1  𝐵 𝑟2 .
Якщо тепер покласти 𝜉  minp𝑞, 𝜒q, то приходимо до висновку: 0⃗ P 𝑈2 для
будь-якого 𝑥 P 𝑁2𝜀𝐵𝜉, а тому iснує ?⃗? P 𝐵 𝑟2 , при якому 𝑦  Φ?⃗??⃗? 𝑥 P 𝑁𝜀 t⃗0u,
а тому 𝑥  Φ?⃗?
?⃗?
𝑦 P Φ?⃗?𝐵 𝑟
2
 
𝑁𝜀  t⃗0u

. Таким чином твердження б) теореми
виконується, якщо покласти 𝑊1  𝐵𝜉. Теорему доведено.
Зауваження 2.4. Враховуючи лiнiйну залежнiсть радiусiв околiв у 𝑈1 та 𝑈2
у лемi 2.5, можемо зменшити окiл𝑊 до як завгодно малої кулi 𝐵𝜂, i при цьому
справедливим залишиться включення 𝑔p𝑁2𝜀  𝐵𝜂
𝑎
q  Φ?⃗?𝐵𝜂𝑆𝜀 при деякому 𝑎,
що залежить вiд 𝜀.
Зауваження 2.5. Теорема 2.1 залишається вiрною i у випадку коли вектор-
нi поля з набору ?⃗? для кожного 𝜀 ¡ 0 є визначеними лише на деякому околi
вигляду 𝑔
 
𝑁𝜀 𝜉p𝜀q 𝐵𝑟p𝜀q

, i при цьому iснують такi 𝑟0p𝜀q ¡ 0 та 𝑟1p𝜀q ¡ 0,
що вiдображення Φ?⃗? є визначеним на p𝑆𝜀q𝑟1p𝜀q  𝐵𝑟0p𝜀q i набуває значень в
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𝑔
 
𝑁𝜀 𝜉p𝜀q 𝐵𝑟p𝜀q

.
Отриманi в теоремi околи 𝑊 i 𝑊1 нуля в R𝑚 залежать вiд 𝜀 ¡ 0. Якщо
поверхня 𝑆 замкнена, а многовид 𝑀 надiлений рiвномiрною структурою, то
при достатньо малих 𝜀 ¡ 0 має мiсце рiвнiсть: 𝑆  𝑆𝜀. Тому для замкненої
поверхнi 𝑆 з доведеної теореми випливає iснування околiв 𝑊 i 𝑊1 нуля в R𝑚,
для яких визначено Φ?⃗?𝑊𝑆  𝑔p𝑁 𝑊1q.
2.4 Поверхневi мiри першого типу
Нехай 𝑆 — вкладена в 𝑀 поверхня корозмiрностi 𝑚, i 𝑔 : 𝑁  𝑉 Ñ 𝑈 
𝑀 — вiдповiдний обмежений iзоморфiзм. ?⃗?  t𝑋1, . . . , 𝑋𝑚u — строго транс-
версальний до 𝑆 набiр векторних полiв класу 𝐶1𝑏 p𝑈q, що попарно комутують.
Нехай 𝜇 — скiнченна борелiвська мiра (знакозмiнна), визначена на 𝑀 . Зада-
ча полягає в побудовi мiри на 𝑆, iндукованої мiрою 𝜇 та набором полiв ?⃗? .
Оскiльки 𝑆 1𝑛 Õ 𝑆, то достатньо побудувати узгодженi мiж собою мiри на
𝑆𝜀 при достатньо малих додатних 𝜀
 
𝜀 P p0, 𝛼q.
Лема 2.6. Нехай 𝜀 ¡ 0 i вiдображення Φ: 𝑆𝜀 𝑊 Ñ Φ?⃗?𝑊𝑆𝜀  𝑈 побудо-
вано згiдно з теоремою 2.1 (див. (2.7)). Тодi iснує таке 𝑝 ¡ 0, що 𝐵2𝑝  𝑊 i
вiдображення Ψ  Φ
𝑆𝜀𝐵𝑝
: 𝑆𝜀𝐵𝑝 Ñ Φ?⃗?𝐵𝑝𝑆𝜀 — гомеоморфiзм 𝑆𝜀𝐵𝑝 на
замкнену пiдмножину многовиду 𝑀

тут i далi 𝐵𝑝 
 
?⃗? | }⃗𝑡 } ¤ 𝑝(  R𝑚	.
Доведення. Беремо r𝑝 таке, що 𝐵2r𝑝  𝑊 . За теоремою 2.1 вiдображення Ψ
взаємно однозначне на 𝑆𝜀  𝐵r𝑝. Неперервнiсть вiдображення Ψ випливає з
теореми про неперервну залежностi розв’язку системи диференцiальних рiв-
нянь вiд початкових умов.
Нехай тепер 𝑦𝑛  Φ?⃗?𝑡𝑛𝑥𝑛 Ñ 𝑦0  Φ
?⃗?
𝑡0
𝑥0 (𝑥𝑛, 𝑥0 P 𝑆𝜀, 𝑡𝑛, 𝑡0 P 𝐵r𝑝). Тодi
послiдовнiсть 𝑡𝑛 збiгається до 𝑡0. Дiйсно, в iншому випадку iснувала б пiдпо-
слiдовнiсть ?⃗?𝑛𝑘 Ñ ?⃗?  𝑡0, 𝑠 P 𝐵r𝑝,звiдки випливає:
𝑥𝑛𝑘  Φ?⃗??⃗?𝑛𝑘𝑦𝑛𝑘 Ñ Φ
?⃗?
?⃗? 𝑦0  Φ?⃗?𝑡0?⃗? 𝑥0 P 𝑆𝜀
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(завдяки замкненостi 𝑆𝜀), що суперечить взаємнiй однозначностi вiдображе-
ння Φ. Отже, 𝑡𝑛 Ñ 𝑡0, 𝑥𝑛  Φ?⃗??⃗?𝑛𝑦𝑛 Ñ Φ
?⃗?
𝑡0
𝑦0  𝑥0. Тим самим доведено
неперервнiсть вiдображення Ψ1.
Нехай 𝑊 та 𝑊1 — околи нуля в R𝑚, iснування яких обґрунтовано в те-
оремi 2.1
 
для
𝜀
4

, причому, не втрачаючи загальностi, можемо вважати 𝑊1
замкненою кулею 𝐵𝑑 з центром в 0⃗, а 𝑊 замкненою кулею 𝐵𝑎𝑑 (див. за-
уваження 2.4). Крiм того, за доведеним вище Φ: 𝑆 𝜀4  𝐵 𝑎𝑑2 Ñ Φ
?⃗?
𝐵 𝑎𝑑
2
𝑆 𝜀4 є
гомеоморфiзмом.
Помiтимо, що 𝜌p𝑆z𝑆 𝜀2 , 𝑆𝜀q ¥
𝜀
2
, а тому завдяки лiпшицевостi морфiзмiв
𝑔 та 𝑔1 iснує 𝛽  𝛽p𝜀q ¡ 0, для якого виконується нерiвнiсть:
𝜌

𝑆𝜀, 𝑔
 p𝑁z𝑁 𝜀2 q  𝑉 	 ¥ 𝛽 (2.17)
(𝛽  𝜀
2𝐿1𝐿2
, где 𝐿1, 𝐿2 — константи Лiпшиця для вiдображень 𝑔 та 𝑔1 вiдпо-
вiдно).
За лемою 2.2 iснує 𝛾 ¡ 0 таке, що для }⃗𝑡 }   𝛾, 𝑥 P 𝑆𝜀: Φ?⃗??⃗? 𝑥 P 𝑈 ,
𝜌
 
𝑥,Φ?⃗?
?⃗?
𝑥
   𝛽. Тому з урахуванням умови (2.17), зменшивши 𝛾, можна забез-
печити виконання умови
 }⃗𝑡 } ¤ 𝛾; 𝑥 P 𝑆𝜀 ùñ  Φ?⃗??⃗? 𝑥 P 𝑔p𝑁 𝜀2 𝐵 𝑑2.
Доведемо тепер замкненiсть образу Ψ при 𝑝  tmin r𝑝, 𝛾u. Нехай 𝑦𝑛 
 Φ?⃗?
𝑡𝑛
𝑥𝑛 Ñ 𝑦0 P 𝑀 (𝑡𝑛 P 𝐵𝑝; 𝑥𝑛 P 𝑆𝜀), потрiбно перевiрити, що 𝑦0  Φ?⃗?𝑡0𝑥0,
де 𝑥0 P 𝑆𝜀; 𝑡0 P 𝐵𝑝. Оскiльки 𝑦𝑛 P 𝑔p𝑁 𝜀2  𝐵 𝑑2 q i множина 𝑔p𝑁 𝜀2  𝐵 𝑑2 q 
 Φ?⃗?
𝐵 𝑎𝑑
2
𝑆 𝜀4 є замкненою, маємо 𝑦 P 𝑔p𝑁 𝜀2  𝐵 𝑑2 q  Φ
?⃗?
𝐵 𝑎𝑑
2
𝑆 𝜀4 . Тому iснує
представлення 𝑦  Φ?⃗?
?⃗?
𝑥, де }⃗𝑡 } ¤ 𝑎𝑑
2
; 𝑥 P 𝑆 𝜀4 . З урахуванням гомеоморфностi
вiдображення Φ на 𝑆 𝜀4 𝐵 𝑎𝑑2 i замкненостi 𝑆𝜀, отримуємо:
𝑆𝜀 Q 𝑥𝑛 Ñ 𝑥 P 𝑆𝜀, 𝐵𝑝 Q 𝑡𝑛 Ñ 𝑡 P 𝐵𝑝
Отже, 𝑦 P Φ?⃗?
𝐵𝑝
𝑆𝜀 i лему доведено.
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Наслiдком є висновок:
 
𝐴 P ℬp𝑆𝜀q; 𝐵 P ℬp𝐵𝑝q
 ùñ  Φ?⃗?𝐵𝐴 P ℬp𝑈q  ℬp𝑀q.
Якщо 𝜇 — скiнченна борелiвська мiра на 𝑀 , то для кожної борелiвської
множини 𝐴 P ℬp𝑆𝜀q можна розглянути мiру 𝑤𝐴 на ℬp𝐵𝑝q, визначену форму-
лою:
𝑤𝐴p𝐵q  𝑤?⃗?𝐴 p𝐵q  𝜇pΦ?⃗?𝐵𝐴q,
а для кожної множини 𝐵 P ℬp𝐵𝑝q розглянути мiру 𝜈𝐵 на ℬp𝑆𝜀q, визначену
рiвнiстю:
𝜈𝐵p𝐴q  𝑤𝐴p𝐵q  𝜇pΦ?⃗?𝐵𝐴q.
Нехай 𝜆𝑚 — iнварiантна мiра Лебега на R𝑚; 𝐵𝑟 
 
?⃗? | }⃗𝑡 }   𝑟(  R𝑚	, i
iснує границя:
𝑑𝑤𝐴
𝑑𝜆𝑚
p⃗0q : lim
𝑟Ñ0
𝑤𝐴p𝐵𝑟q
𝜆𝑚p𝐵𝑟q  lim𝑟Ñ0
1
𝜆𝑚p𝐵𝑟q 𝜈𝐵𝑟p𝐴q. (2.18)
Якщо вказана границя iснує для кожного 𝐴 P ℬp𝑆𝜀q, то на пiдставi тео-
реми Нiкодима ( [8, т.1, с. 320]) робимо висновок про те, що функцiя множин
ℬp𝑆𝜀q Q 𝐴 ÞÑ 𝑑𝑤𝐴
𝑑𝜆𝑚
p⃗0q є скiнченною борелiвською мiрою на 𝑆𝜀.
Введемо позначення: 𝜎?⃗?p𝐴q :
𝑑𝑤𝐴
𝑑𝜆𝑚
p⃗0q. Значення 𝜎?⃗?p𝐴q не залежить вiд
𝜀 ¡ 0, а оскiльки кожне 𝐴 P ℬp𝑆q можна представити у виглядi диз’юнктного
об’єднання: 𝐴 
8¤
𝑛1
𝐴p𝑛q, де 𝐴p𝑛q P 𝑆𝜀𝑛 при деякому 𝜀𝑛 ¡ 0, то мiра 𝜎?⃗?
коректно продовжується на ℬp𝑆q.
Означення 2.4. Мiру 𝜎?⃗?  𝜎?⃗?r𝜇s назвемо поверхневою мiрою першого
типу на 𝑆 (що породжена набором полiв ?⃗?).
Помiтимо, що якщо вихiдна мiра 𝜇 є невiд’ємною, то 𝜎?⃗? також невiд’ємна.
У випадку замкненої поверхнi 𝑆 на многовидi з рiвномiрною структурою при
достатньо малому 𝜀 ¡ 0 має мiсце рiвнiсть: 𝑆  𝑆𝜀, звiдки випливає скiнчен-
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нiсть мiри 𝜎?⃗? на 𝑆. У загальному випадку скiнченнiсть не гарантується, однак
як наслiдок теореми 2.2 (зауваження 2.6) отримано достатнi умови скiнченно-
стi поверхневої мiри.
Приведемо умову, за якої для достатньо малих 𝜀 ¡ 0 для всiх 𝐴 P ℬp𝑆𝜀q
iснує границя, визначена формулою (2.18).
Нехай Φ𝑋𝑡 — потiк векторного поля 𝑋 класу 𝐶
1
𝑏 p𝑀q. Диференцiйовнiсть
скiнченної борелiвської мiри 𝜇 уздовж векторного поля 𝑋 (в сильному сен-
сi) передбачає iснування для кожної борелiвської множини 𝐴 P ℬp𝑀q границi
𝜈p𝐴q  lim
𝑡Ñ0
1
𝑡
 
𝜇pΦ𝑡𝐴q  𝜇p𝐴q

, звiдки випливає, що 𝜈  𝑑𝑋𝜇 є (скiнченною)
борелiвською мiрою, абсолютно неперервною вiдносно мiри 𝜇. При цьому вiд-
повiдна щiльнiсть
𝑑𝜈
𝑑𝜇
називається логарифмiчною похiдною мiри 𝜇 вiдносно
поля 𝑋 або дивергенцiєю поля 𝑋 (вiдносно мiри 𝜇) (диференцiйовнiсть мiр
бiльш детально розглянуто у роздiлi 3).
Перш, нiж доводити теорему, що визначає достатнi умови iснування по-
верхневої мiри, доведемо допомiжну лему.
Лема 2.7. Нехай 𝑈 — вiдкрита пiдмножина в 𝑀 , 𝑍1, . . . , 𝑍𝑚 — повнi ве-
кторнi поля класу 𝐶1𝑏 p𝑈q, що попарно комутують; 𝜇 — борелiвська мiра на𝑀 ,
i для кожного монотонно зростаючого набору натуральних чисел 1 ¤ 𝑘1  
  𝑘2   . . .   𝑘𝑠 ¤ 𝑚
 
𝑠 P t1, 2, . . . ,𝑚u iснує 𝑑𝑍𝑘1𝑑𝑍𝑘2 . . . 𝑑𝑍𝑘𝑚𝜇 (в 𝑈 ). Тодi для
будь-якої пiдстановки 𝜎 степеня 𝑚 визначено мiру 𝜈𝜎  𝑑𝑍𝜎p1q𝑑𝑍𝜎p2q . . . 𝑑𝑍𝜎p𝑚q𝜇,
що не залежить вiд пiдстановки 𝜎.
Доведення.
Крок 1. Розглянемо спершу випадок 𝑚  2 i для двох векторних полiв 𝑋
i 𝑌 , що попарно комутують, покажемо, що з iснування 𝑑𝑋𝜇, 𝑑𝑌 𝜇 та 𝑑𝑌 𝑑𝑋𝜇
випливає iснування 𝑑𝑋𝑑𝑌 𝜇 i рiвнiсть 𝑑𝑋𝑑𝑌 𝜇  𝑑𝑌 𝑑𝑋𝜇.
Зафiксуємо борелiвську множину 𝐴  𝑈 i розглянемо функцiю 𝑓p𝑡, 𝑠q 
 𝜇pΦ𝑋𝑡 Φ𝑌𝑠 𝐴q. Неперервнiсть мiри 𝜇 вздовж векторних полiв𝑋 i 𝑌 призводить
до неперервностi функцiї 𝑓 за кожною змiнною. При цьому неперервнiсть 𝜇
уздовж поля 𝑌 означає, що }𝜇  Φ𝑌𝑠  𝜇} Ñ 0, 𝑠 Ñ 0 (тут }𝜈} — варiацiя
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мiри 𝜈). Тому sup
𝑡
𝜇pΦ𝑌𝑠 Φ𝑋𝑡 𝐴q  𝜇pΦ𝑋𝑡 𝐴q Ñ 0, 𝑠 Ñ 0, i функцiя 𝑓 неперервна
за змiнною 𝑠 рiвномiрно вiдносно 𝑡 P R. Аналогiчно i навпаки — 𝑓 неперервна
за 𝑡 рiвномiрно вiдносно 𝑠 P R, а тому i за сукупнiстю аргументiв.
Оскiльки мiри 𝑑𝑋𝜇, 𝑑𝑌 𝜇 i 𝑑𝑌 𝑑𝑋𝜇 абсолютно неперервнi вiдносно мiри 𝜇,
то вони також неперервнi уздовж векторних полiв 𝑋 i 𝑌 (випадок диферен-
цiювання мiр уздовж сталих напрямкiв розглянуто в [5], у випадку вектор-
них полiв мiркування аналогiчнi, див. пiдроздiл 4.1.2). Тому тi ж мiркуван-
ня встановлюють неперервнiсть за сукупнiстю аргументiв функцiй
B𝑓
B𝑡 p𝑡, 𝑠q 
𝑑𝑋𝜇pΦ𝑋𝑡 Φ𝑌𝑠 𝐴q;
B𝑓
B𝑠 p𝑡, 𝑠q  𝑑𝑌 𝜇pΦ
𝑋
𝑡 Φ
𝑌
𝑠 𝐴q i
B2𝑓
B𝑠 B𝑡p𝑡, 𝑠q  𝑑𝑌 𝑑𝑋𝜇pΦ
𝑋
𝑡 Φ
𝑌
𝑠 𝐴q.
Маємо тотожнiсть (для всiх 𝑠, 𝑡,∆𝑠,∆𝑡 P R):
𝑓p𝑡 ∆𝑡,𝑠 ∆𝑠q  𝑓p𝑡 ∆𝑡, 𝑠q   𝑓p𝑡, 𝑠 ∆𝑠q  𝑓p𝑡, 𝑠q   𝑓p𝑡 ∆𝑡, 𝑠 ∆𝑠q
 𝑓p𝑡, 𝑠 ∆𝑠q  𝑓p𝑡 ∆𝑡, 𝑠q   𝑓p𝑡, 𝑠q 
 𝑓p𝑡 ∆𝑡, 𝑠q  
Δ𝑠»
0
B𝑓
B𝑠 p𝑡, 𝑠  𝛽q 𝑑𝛽  
Δ𝑡»
0
𝑑𝛼
Δ𝑠»
0
B2𝑓
B𝑠 B𝑡p𝑡  𝛼, 𝑠  𝛽q 𝑑𝛽,
Можемо тепер використати теорему Фубiнi ([8, т.1, с. 219]) i змiнити порядок
iнтегрування в останньому доданку. Продиференцiювавши в точцi ∆𝑠  0,
отримуємо рiвнiсть
B𝑓
B𝑠 p𝑡 ∆𝑡, 𝑠q 
B𝑓
B𝑠 p𝑡, 𝑠q  
Δ𝑡»
0
B2𝑓
B𝑠 B𝑡p𝑡  𝛼, 𝑠q 𝑑𝛼,
звiдки випливає iснування
B2𝑓
B𝑡 B𝑠 та рiвнiсть:
B2𝑓
B𝑡 B𝑠p𝑡, 𝑠q 
B2𝑓
B𝑠 B𝑡p𝑡, 𝑠q, що i до-
водить бажану рiвнiсть.
Крок 2. Розглянемо тепер загальний випадок довiльного 𝑚 i доведемо
твердження леми за за iндукцiєю. Базу iндукцiї для 𝑚  2 доведено у кро-
цi 1, доведемо тепер перехiд iндукцiї. Нехай твердження є вiрним для будь-
якого набору векторних полiв розмiру менше за 𝑚, i нехай задано набiр
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?⃗?  t𝑍1, . . . , 𝑍𝑚u, що задовольняє умови леми, i пiдстановку 𝜎 степеня 𝑚.
Якщо 𝜎p1q  𝑚, необхiдна умова випливає з кроку 1, застосованого для
мiри 𝜈  𝑑𝑍2 . . . 𝑑𝑍𝑚1𝜇 (в якiй за припущенням iндукцiї можна змiнювати
порядок векторних полiв) та векторних полiв 𝑍1 i 𝑍𝑚.
Якщо 𝜎p1q  𝑚, тодi за припущенням iндукцiї коректно визначеною є
мiра 𝜈  𝑑𝑍𝜎p1q 1𝑑𝑍𝜎p1q 2 . . . 𝑑𝑍𝑚𝜇, i при цьому в нiй можна змiнювати поря-
док векторних полiв. Можемо тепер використати припущення iндукцiї для
мiри 𝜈 i будь-якої пiдстановки розмiру 𝜎p1q   𝑚. Отже, визначено мiру
𝑑𝑍𝜎p1q𝑑𝑍1 . . . 𝑑𝑍𝜎p1q1𝜈  𝑑𝑍𝜎p1q𝑑𝑍1 . . . 𝑑𝑍𝜎p1q1𝑑𝑍𝜎p1q 1 . . . 𝑑𝑍𝑚𝜇.
Розглянемо тепер пiдстановку 𝜏 степеня 𝑚 1, що визначається умовою:
𝜏p𝑖q 
$'&'%𝜎p𝑖  1q, 1 ¤ 𝜎p𝑖  1q   𝜎p1q,𝜎p𝑖  1q  1, 𝜎p1q   𝜎p𝑖  1q ¤ 𝑚.
Тодi за припущенням iндукцiї, використаним для набору векторних по-
лiв t𝑍1, . . . , 𝑍𝜎p1q1𝑍𝜎p1q 1 . . . 𝑍𝑚u i пiдстановки 𝜏 , отримуємо iснування мiри
𝑑𝑍𝜎p2q . . . 𝑑𝑍𝜎p𝑚q𝜇 i її спiвпадiння з мiрою 𝑑𝑍1 . . . 𝑑𝑍𝜎p1q1𝑑𝑍𝜎p1q 1 . . . 𝑑𝑍𝑚𝜇, що i за-
вершує доведення леми.
Теорема 2.2. Нехай 𝑆 — вкладена в 𝑀 поверхня корозмiрностi 𝑚,
i 𝑔 : 𝑁  𝑉 Ñ 𝑈  𝑀 — вiдповiдний обмежений iзоморфiзм; ?⃗? 
 t𝑍1, . . . , 𝑍𝑚u — строго трансверсальний до 𝑆 набiр визначених на 𝑈 або
на бiльшiй вiдкритiй пiдмножинi r𝑈  𝑀 повних векторних полiв класу 𝐶1𝑏 ,
що попарно комутують. Крiм того, покладемо вiдображення Φ: 𝑆  R𝑚 Q
p𝑥, ?⃗? q ÞÑ Φ?⃗?
?⃗?
𝑥 P Φ?⃗?R𝑚𝑆 взаємно однозначним. Нехай 𝜇 — скiнченна борелiвська
мiра на 𝑀 , i для кожного монотонно зростаючого набору натуральних чисел
1 ¤ 𝑘1   𝑘2   . . .   𝑘𝑠 ¤ 𝑚
 
𝑠 P t1, 2, . . . ,𝑚u iснує 𝑑𝑍𝑘1𝑑𝑍𝑘2 . . . 𝑑𝑍𝑘𝑠𝜇 (на
областi визначення векторних полiв з набору ?⃗?). Тодi для кожного 𝜀 ¡ 0 i
𝐴 P ℬp𝑆𝜀q iснує границя, визначена формулою (2.18).
Доведення. Беремо 𝜀 ¡ 0 i кулю 𝐵𝑝, iснування якої гарантовано лемою 2.6.
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Нехай 𝐶 
𝑚
𝑘1
p8, 0s. Для 𝐴 P ℬp𝑆𝜀q покладемо p𝐴  Φ?⃗?𝐶𝐴  r𝑈 . Для
множини 𝐴 P ℬp𝑆𝜀q визначимо на 𝐵𝑝 функцiю 𝑓 p⃗𝑡 q  𝑓𝐴p⃗𝑡 q формулою:
𝑓 p⃗𝑡 q : 𝜇pΦ?⃗?
?⃗?
p𝐴q. Для ?⃗? P 𝐵𝑝 i для будь-якої пiдстановки 𝜎 степеня 𝑚 має мiсце
рiвнiсть
B𝑚𝑓
B𝑡𝜎p1qB𝑡𝜎p2q . . . B𝑡𝜎p𝑚q p⃗𝑡 q  p𝑑𝑍𝜎p1q𝑑𝑍𝜎p2q . . . 𝑑𝑍𝜎p𝑚q𝜇qpΦ
?⃗?
?⃗?
p𝐴q.
За лемою 2.7 вказанi похiднi iснують та неперервнi за сукупнiстю аргументiв.
Для будь-якої борелiвскої множини 𝐵 P ℬp𝐵𝑝q виконується рiвнiсть:
𝑤𝐴p𝐵q 
»
𝐵
B𝑚𝑓
B𝑡1B𝑡2 . . . B𝑡𝑚 𝑑?⃗?. Дiйсно, з твердження 4.1, доведеного для одно-
вимiрного випадку, необхiдна рiвнiсть одержується для прямокутникiв, а отже,
i для всiх борелiвських множин. Тому з неперервностi функцiї
B𝑚𝑓
B𝑡1B𝑡2 . . . B𝑡𝑚 i
випливає твердження теореми, i крiм того рiвнiсть:
𝑑𝑤𝐴
𝑑𝜆𝑚
p⃗0q  B
𝑚𝑓
B𝑡1B𝑡2 . . . B𝑡𝑚 p⃗0q.
Теорему доведено.
Означення 2.5. Трiйку p𝑆, ?⃗?, 𝜇q будемо називати узгодженою, якщо:
- 𝑆 — вкладена в 𝑈 𝑀 поверхня корозмiрностi 𝑚;
- ?⃗?  t𝑍1, . . . , 𝑍𝑚u — строго трансверсальний до 𝑆 набiр векторних полiв
класу 𝐶1𝑏 pr𝑈q, де 𝑈  r𝑈  𝑀 . При цьому поля з набору ?⃗? є повними та
попарно комутують, i крiм того вiдображення потоку Φ: 𝑆  R𝑚 Ñ Φ?⃗?R𝑚𝑆
взаємно однозначне;
- 𝜇 — скiнченна борелiвська мiра на 𝑀 (або хоча б на r𝑈 ), для якої для
кожного монотонно зростаючого набору натуральних чисел 1 ¤ 𝑘1   𝑘2  
  . . .   𝑘𝑠 ¤ 𝑚
 
𝑠 P t1, 2, . . . ,𝑚u iснує 𝑑𝑍𝑘1𝑑𝑍𝑘2 . . . 𝑑𝑍𝑘𝑠𝜇 на ℬpr𝑈q.
Iнакше кажучи, трiйка p𝑆, ?⃗?, 𝜇q є узгодженою, якщо вона задовольняє умо-
ви теореми 2.2, а отже, для неї визначена поверхнева мiра 𝜎?⃗?r𝜇s.
Зауваження 2.6. В процесi доведення теореми 2.2 було доведено, що у
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випадку узгодженої трiйки t𝑆, ?⃗?, 𝜇u для будь-якого 𝜀 ¡ 0 i множини 𝐴 P
ℬp𝑆𝜀q (а тому i для множини 𝐴 P ℬp𝑆q) виконується рiвнiсть:
𝜎?⃗?p𝐴q  p𝑑𝑋1𝑑𝑋2 . . . 𝑑𝑋𝑚𝜇qp p𝐴q, де p𝐴  Φ?⃗?𝐶𝐴; 𝐶  𝑚¡
𝑘1
p8, 0s.
Звiдси випливає обмеженiсть варiацiї мiри 𝜎?⃗? на
 
𝑆,ℬp𝑆q.
Зауваження 2.7. Помiтимо, що векторнi поля 𝑍𝑘, розглянутi в прикла-
дi 2.2, задовольняють вимоги, накладенi на систему полiв в теоремi 2.2.
Помiтимо також, що в означеннi узгодженої трiйки p𝑆, ?⃗?, 𝜇q окiл 𝑈 по-
верхнi 𝑆 може бути замiнений як завгодно малим околом 𝑆 вигляду 𝑔p𝑁𝑉1q,
де 𝑉1  𝑉 — окiл 0⃗ в R𝑚.
Означення 2.6. Трiйку p𝑆, ?⃗?, 𝜇q, в якiй строго трансверсальний до 𝑆 на-
бiр векторних полiв, що попарно комутують, визначено при кожному 𝜀 ¡ 0
лише на деякому околi поверхнi 𝑆𝜀 вигляду 𝑔p𝑁 𝜀2  𝑊1q (вимога повноти
полiв вiдсутня), але iснують такi 𝑟0p𝜀q ¡ 0 та 𝑟1p𝜀q ¡ 0, що вiдображе-
ння Φ?⃗? є визначеним на p𝑆𝜀q𝑟1p𝜀q  𝐵𝑟0p𝜀q i при цьому для кожної множини
𝐴 P ℬp𝑆𝜀q визначено границю (2.18), а тому i вiдповiдну мiру 𝜎?⃗?r𝜇s, назвемо
узгодженою в широкому сенсi.
2.5 Властивостi поверхневих мiр першого типу
Далi в роботi передбачається, що мiра 𝜇 є невiд’ємною.
Нехай 𝑆 — вкладена в𝑀 поверхня корозмiрностi𝑚; 𝑔 : 𝑁𝑉 Ñ 𝑈 𝑀 —
обмежений iзоморфiзм, що визначає вкладення 𝑆; ?⃗?  t𝑍1, . . . , 𝑍𝑚u — строго
трансверсальний до 𝑆 набiр повних векторних полiв класу 𝐶1𝑏 (визначених на
множинi r𝑈  𝑈 ), що попарно комутують; трiйка p𝑆, ?⃗?, 𝜇q узгоджена.
Нехай 𝑓 — обмежена борелiвська функцiя на 𝑆 i 𝜀 ¡ 0. Покладемо p𝑓 —
продовження 𝑓 першим iнтегралом кожного векторного поля 𝑍𝑘. Помiтимо,
що iснування такого продовження при кожному 𝜀 ¡ 0 на деякий окiл 𝑆𝜀
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вигляду 𝑔p𝑁 𝜀2 𝑊1q випливає з теореми 2.1
 
тобто 𝑔p𝑁 𝜀2 𝑊1q  Φ?⃗?R𝑚𝑆 𝜀4

.
Тодi функцiя p𝑓 належить до класу 𝐶1𝑏 .
Лема 2.8. Нехай трiйка p𝑆, ?⃗?, 𝜇q узгоджена (достатньо узгодженостi в
широкому сенсi); функцiя 𝑓 належить до класу 𝐶1𝑏 ; p𝑓 𝑆 𝑓 i для кожного
𝜀 ¡ 0 функцiя p𝑓 є першим iнтегралом векторних полiв 𝑍𝑘 системи ?⃗? в деякому
околi 𝑆𝜀 вигляду 𝑔p𝑁 𝜀2 𝑊1q; inf𝑆 𝑓 ¡ 0. Тодi трiйка p𝑆,
p𝑓?⃗?, 𝜇q узгоджена в
широкому сенсi i виконується рiвнiсть
𝜎 p𝑓?⃗?r𝜇s  𝑓𝑚  𝜎?⃗?r𝜇s. (2.19)
Доведення. Зрозумiло, що набiр p𝑓?⃗? є строго трансверсальним до 𝑆 набором
векторних полiв, що попарно комутують. Покажемо, що визначено вiдповiдну
поверхневу мiру 𝜎 p𝑓?⃗?r𝜇s.
Зафiксуємо 𝜀 ¡ 0. Для будь-якої обмеженої функцiї ℎ, визначеної на 𝑆𝜀;
𝐴 P ℬp𝑆𝜀q; 𝐵 P ℬp𝑊 q, де 𝑊 — достатньо малий окiл 0⃗ P R𝑚, коректно
визначається наступна пiдмножина:
Φ
pℎ?⃗?
𝐵 𝐴 : tΦ?⃗?ℎp𝑥q⃗𝑡 𝑥 | 𝑥 P 𝐴; ?⃗? P 𝐵u  𝑔p𝑁 𝜀2 𝑊1q.
Якщо ℎ — кусково стала борелiвська функцiя на 𝑆𝜀, то множина Φ
pℎ?⃗?
𝐵 𝐴
є борелiвською. Дiйсно, нехай ℎ 
?¸?
𝑘0
𝑐𝑘𝑗𝐴𝑘 , де 𝐴𝑘 P ℬp𝑆𝜀q; 𝑆𝜀 
𝑝ª
𝑘0
𝐴𝑘;
𝑐0  0. Тодi Φpℎ?⃗?𝐵 𝐴 
𝑝ª
𝑘0
Φ?⃗?𝑐𝑘𝐵p𝐴X 𝐴𝑘q P ℬp𝑀q.
З узгодженостi трiйки p𝑆, ?⃗?, 𝜇q випливає, що 𝜇p𝑆𝜀q  0. Тому
𝜇pΦpℎ?⃗?𝐵 𝐴q 
?¸?
𝑘0
𝜇
 
Φ?⃗?𝑐𝑘𝐵p𝐴X 𝐴𝑘q
  ?¸?
𝑘1
𝑤𝐴X𝐴𝑘p𝑐𝑘𝐵q,
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𝜎pℎ?⃗?p𝐴q :
𝑑𝑤
pℎ?⃗?
𝐴
𝑑𝜆𝑚
p⃗0q :
?¸?
𝑘1
lim
𝑟Ñ0
𝑤𝐴X𝐴𝑘p𝑐𝑘𝐵𝑟q
𝜆𝑚p𝐵𝑟q 
?¸?
𝑘1
𝑐𝑚𝑘 lim
𝑟Ñ0
𝑤𝐴X𝐴𝑘p𝑐𝑘𝐵𝑟q
𝜆𝑚p𝑐𝑘𝐵𝑟q 

?¸?
𝑘1
𝑐𝑚𝑘 𝜎?⃗?p𝐴X 𝐴𝑘q 
»
𝐴
ℎ𝑚 𝑑𝜎?⃗? .
Нехай тепер ℎ𝑗 и 𝑔𝑗 — двi послiдовностi простих борелiвських функцiй
на 𝑆𝜀, для яких при кожному 𝑗 виконуються нерiвностi: 0 ¤ ℎ𝑗 ¤ 𝑓 ¤ 𝑔𝑗;
i при цьому ℎ𝑗 та 𝑔𝑗 рiвномiрно на 𝑆𝜀 збiгаються до 𝑓

𝑆𝜀
. Функцiї ℎ𝑗 i 𝑔𝑗
рiвномiрно обмеженi, а тому окiл 𝑊 нуля в R𝑚 можна вибрати єдиним для
всiх функцiй ℎ𝑗 i 𝑔𝑗.
Для 𝐴 P ℬp𝑆𝜀q i 𝐵𝑟 P ℬp𝑊 q мають мiсце вкладення:
Φ
pℎ𝑗?⃗?
𝐵𝑟
p𝐴q  Φ p𝑓?⃗?𝐵𝑟 p𝐴q  Φ
p𝑔𝑗?⃗?
𝐵𝑟
p𝐴q.
Зафiксуємо 𝐴 P ℬp𝑆𝜀q i 𝛿 ¡ 0. Iснує 𝑗 P N, для якого виконується нерiв-
нiсть »
𝐴
p𝑔𝑚𝑗  ℎ𝑚𝑗 q 𝑑𝜎?⃗?   𝛿 (2.20)
i 𝑟0 ¡ 0 таке, що при 𝑟 P p0, 𝑟0q мають мiсце нерiвностi: 1𝜆𝑚p𝐵𝑟q 𝜇pΦ pℎ𝑗?⃗?𝐵𝑟 𝐴q 
»
𝐴
ℎ𝑚𝑗 𝑑𝜎?⃗?
   𝛿; 1𝜆𝑚p𝐵𝑟q 𝜇pΦ p𝑔𝑗?⃗?𝐵𝑟 𝐴q 
»
𝐴
𝑔𝑚𝑗 𝑑𝜎?⃗?
   𝛿.
(2.21)
Завдяки невiд’ємностi мiри 𝜇 з нерiвностей
1
𝜆𝑚p𝐵𝑟q 𝜇pΦ
pℎ𝑗?⃗?
𝐵𝑟
𝐴q ¤ 1
𝜆𝑚p𝐵𝑟q 𝜇pΦ
p𝑓?⃗?
𝐵𝑟
𝐴q ¤ 1
𝜆𝑚p𝐵𝑟q 𝜇pΦ
p𝑔𝑗?⃗?
𝐵𝑟
𝐴q,
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а також (2.20), (2.21), випливає, що при 𝑟 P p0, 𝑟0q виконується нерiвнiсть
»
𝐴
𝑓𝑚 𝑑𝜎?⃗? 
1
𝜆𝑚p𝐵𝑟q 𝜇pΦ
p𝑓?⃗?
𝐵𝑟
𝐴q
   2 𝛿,
яка, з урахуванням довiльностi 𝛿 ¡ 0, 𝜀 ¡ 0 i 𝐴 P ℬp𝑆𝜀q, доводить лему.
Наступна теорема показує незалежнiсть поверхневої мiри вiд набору ве-
кторних полiв, достатньо лише того, щоб векторнi поля збiгалися на поверх-
нi 𝑆.
Доведемо спершу допомiжну лему.
Лема 2.9. Нехай на𝑀 задано рiвномiрний атлас Ω. Тодi для кожного 𝜀 ¡ 0
iснує таке 𝛼 ¡ 0, що для кожної точки 𝑥 P 𝑆𝜀 iснує карта pr𝑈, 𝜙q P Ω, для
якої 𝜙pr𝑈q мiстить кулю 𝑊  𝐵𝛼 𝜙p𝑥q i 𝜙1p𝑊 q  𝑔p𝑁 𝜀2 𝑊1q.
Доведення. Перш за все помiтимо, що якщо карта pr𝑈, 𝜙q є такою, що 𝜙pr𝑈q
мiстить кулю з центром в точцi 𝜙p𝑥q, 𝑦 P𝑀 , 𝜙p𝑦q лежить у вказанiй кулi i 𝐶 —
стала з означення обмеженого атласу, то виконуються нерiвностi:
𝜙p𝑥q  𝜙p𝑦q ¤ 𝜌p𝑥, 𝑦q ¤ 𝐶𝜙p𝑥q  𝜙p𝑦q. (2.22)
Дiйсно, якщо крива Γ на𝑀 є прообразом вiдрiзку

𝜙p𝑥q, 𝜙p𝑦q  𝐸 та розбита
на дiлянки точками 𝑥𝑗: 𝑥  𝑥0, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑘  𝑦, то довжина кривої
 
а тому i
𝜌p𝑥, 𝑦q не перебiльшує ?¸?
𝑗1
𝐶
𝜙p𝑥𝑗1q  𝜙p𝑥𝑗q  𝐶𝜙p𝑥q  𝜙p𝑦q.
З iншого боку довжина образi в картi 𝜙 будь-якої кривої Γ, яка з’єднує
точки 𝑥, 𝑦 P 𝑀 (або її частини з областi визначення карти 𝜙) не менша за𝜙p𝑥q  𝜙p𝑦q. Звiдси випливає нерiвнiсть: 𝜙p𝑥q  𝜙p𝑦q ¤ 𝜌p𝑥, 𝑦q.
Вiзьмемо 𝛽 ¡ 0 з нерiвностi (2.17) та 𝛿 з нерiвностi (2.2) для кулi 𝑊1.
Якщо тепер 𝑟 ¡ 0 взято з означення рiвномiрного атласу, то, як випливає з
нерiвностей (2.22) та (2.17), в якостi 𝛼 можна взяти довiльне додатне число
менше за min

𝑟, 𝛽𝐶 ,
𝛿
𝐶
	
. Лему доведено.
89
Теорема 2.3. Нехай на 𝑀 задано рiвномiрний атлас Ω; 𝜔 — асоцiйована
𝑚-форма поверхнi 𝑆, вкладеної в 𝑀 ; трiйки p𝑆, ?⃗? , 𝜇q i p𝑆, ?⃗?, 𝜇q узгодженi.
Нехай
𝜔p?⃗?q 
𝑆
 𝜔p?⃗? q 
𝑆
. Тодi 𝜎?⃗?  𝜎?⃗? .
Доведення. Для кожної точки 𝑥 P 𝑆 i для будь-якого 𝑘 P t1, 2, . . . ,𝑚u має
мiсце розклад:
𝑍𝑘p𝑥q 
?¸?
𝑗1
𝛼𝑗𝑘p𝑥q𝑌𝑗p𝑥q  𝑅𝑘p𝑥q, де 𝑅𝑘p𝑥q P 𝑇𝑥𝑆. (2.23)
Крок 1. Розглянемо допомiжний набiр векторних полiв
𝑋𝑘 
?¸?
𝑗1
x
𝛼𝑗𝑘𝑌𝑗 (2.24)
(x𝛼𝑗𝑘 сталi уздовж траєкторiй векторних полiв набору ?⃗? i спiвпадають з 𝛼𝑗𝑘
на 𝑆).
За теоремою 2.1 функцiї x𝛼𝑗𝑘, а тому i поля 𝑋𝑘, для кожного 𝜀 ¡ 0 коре-
ктно визначенi в деякому околi 𝑆𝜀 вигляду 𝑔p𝑁 𝜀2  𝑊1q. При цьому на 𝑆
виконується рiвнiсть:
𝜔p?⃗? qp𝑥q  𝜔p?⃗?qp𝑥q  𝜔p?⃗?qp𝑥q.
Функцiї 𝛼𝑗𝑘 належать до классу 𝐶
1
𝑏 p𝑆q. Для перевiрки цього факту розгля-
немо обмежений iзоморфiзм 𝑔 : 𝑁  𝑉 Ñ 𝑈  𝑀 , що визначає вкладену
поверхню 𝑆, i перейдемо вiд полiв 𝑍𝑘 i 𝑌𝑘 до 𝑔-зв’язаних з ними полiв 𝑍𝑘 i r𝑌𝑘
на 𝑁 𝑉 . Цi поля — класу 𝐶1𝑏 p𝑁 𝑉 q; в кожнiй точцi p𝑝, ?⃗?q P 𝑁 𝑉 має мiсце
канонiчний iзоморфiзм 𝑇p𝑝,?⃗?q  𝑇𝑝𝑁   R𝑚, що визначає розклад дотичного в
точцi p𝑝, ?⃗?q вектора до многовиду 𝑁  𝑉 на двi складовi — “горизонтальну” i
“вертикальну”.
Вертикальнi (скiнченновимiрнi) i горизонтальнi складовi векторних полiв𝑍𝑘 i r𝑌𝑘 наслiдують гладкiсть класу 𝐶1𝑏 p𝑁  𝑉 q. З розкладу
𝑍𝑘p𝑦q  ?¸?
𝑗1
𝛽𝑗𝑘
r𝑌𝑗p𝑦q   𝑅𝑘p𝑦q p𝑦 P 𝑁  t⃗0uq,
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в якому вектор 𝑅𝑘p𝑦q горизонтальний, однозначно знаходяться функцiї 𝛽𝑗𝑘, що
наслiдують гладкiсть: 𝛽𝑗𝑘 P 𝐶1𝑏
 
𝑁  t⃗0u. Оскiльки 𝛼𝑗𝑘p𝑥q  𝛽𝑗𝑘 𝑔1p𝑥q, то
𝛼𝑗𝑘 P 𝐶1𝑏 p𝑆q.
З теореми про гладку залежнiсть розв’язкiв систем диференцiальних рiв-
нянь вiд початкових умов випливає належнiсть функцiї x𝛼𝑗𝑘 до класу 𝐶1𝑏  у
всякому випадку для кожного 𝜀 ¡ 0 на 𝑔p𝑁 𝜀2 𝑊1q

.
Тому векторнi поля 𝑋𝑘 наслiдують гладкiсть 𝐶1𝑏 , а оскiльки функцiї
x
𝛼𝑗𝑘
сталi на траєкторiях полiв 𝑌𝑘 (а тому на iнтегральних многовидах системи
полiв ?⃗? ), то поля 𝑋𝑘 також попарно комутують.
Крок 2. Доведемо iснування мiри 𝜎?⃗? на 𝑆 i рiвнiсть 𝜎?⃗?  𝜎?⃗? .
Для 𝑥 P 𝑆𝜀, 𝐵 P ℬp𝑊𝑥,𝛼q (тут 𝑊𝑥,𝛼 — малий окiл 0⃗ P R𝑚, залежний вiд
функцiї 𝛼) має мiсце рiвнiсть: Φ?⃗?𝐵𝑥  Φ?⃗?𝛼𝑥p𝐵q𝑥, де 𝛼p𝑥q  𝛼𝑥 : R𝑚 Ñ R𝑚 —
лiнiйне перетворення з матрицею
 
𝛼𝑗𝑘p𝑥q

. З вихiдної умови для всiх 𝑥 P 𝑆𝜀
маємо рiвнiсть | det𝛼𝑥|  1.
Нехай ℎ𝑗𝑘 — простi борелiвськi функцiї на 𝑆𝜀. Тодi 𝑆𝜀 
𝑝ª
𝑘1
𝐴𝑘 i на
кожному 𝐴𝑘 матричнозначна функцiя ℎ𝑥 передбачається незалежною вiд 𝑥.
Покладемо
𝑋ℎ,𝑘 :
?¸?
𝑗1
p
ℎ𝑗𝑘𝑌𝑗, ?⃗?ℎ : t𝑋ℎ,1, . . . , 𝑋ℎ,𝑚u
(векторнi поля 𝑋ℎ,𝑘 розривнi, проте Φ
?⃗?ℎ
?⃗?
має змiст). Тодi для кожного 𝐴 P
P ℬp𝑆𝜀q, 𝐵 P ℬp𝑊𝑥,ℎq отримаємо:
𝑤?⃗?ℎ𝐴 p𝐵q  𝜇pΦ?⃗?ℎ𝐵 𝐴q 
?¸?
𝑘1
𝜇
 
Φ?⃗?ℎ𝑥p𝐵qp𝐴X 𝐴𝑘q
  ?¸?
𝑘1
𝑤?⃗?𝐴X𝐴𝑘
 
ℎ𝑥p𝐵q

;
𝜎?⃗?ℎp𝐴q :
𝑑𝑤?⃗?ℎ𝐴
𝑑𝜆𝑚
p⃗0q 
?¸?
𝑘1
𝜎?⃗? p𝐴X 𝐴𝑘q  | detℎ𝑥|.
При цьому
min
𝐴
| detℎ𝑥|  𝜎?⃗? p𝐴q ¤ 𝜎?⃗?ℎp𝐴q ¤ max𝐴 | detℎ𝑥|  𝜎?⃗? p𝐴q. (2.25)
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Для кожної функцiї 𝛼𝑗𝑘 побудуємо двi послiдовностi простих борелiвських
функцiй pℎ𝑛q𝑗𝑘 та p𝑔𝑛q𝑗𝑘 на 𝑆𝜀 таким чином, що при всiх 𝑘, 𝑗 обидвi послiдов-
ностi рiвномiрно збiгаються до функцiї 𝛼𝑗𝑘 на 𝑆𝜀, i при цьому для кожного
𝑥 P 𝑆𝜀 мають мiсце вкладення (при 𝑟, меншому за деяку сталу):
ℎ𝑛p𝑥qp𝐵𝑟q  𝛼p𝑥qp𝐵𝑟q  𝑔𝑛p𝑥qp𝐵𝑟q. (2.26)
Обґрунтуємо iснування вказаних послiдовностей. Оскiльки функцiї 𝛼𝑗𝑘 P
P 𝐶1𝑏 p𝑆q, то 𝛼p𝑆𝜀q — обмежена множина в просторi 𝑀p𝑚,Rq. Беремо 𝑛 P N i
𝑥 P 𝑆𝜀. Тодi, поклавши
ℎ𝑛p𝑥q 

1 1
𝑛


𝛼p𝑥q; 𝑔𝑛p𝑥q 

1  1
𝑛


𝛼p𝑥q,
отримаємо вкладення (2.26).
Для кожного 𝑥 P 𝑆𝜀 матриця 𝛼p𝑥q невироджена, а тому в 𝑀p𝑚,Rq iснує
окiл 𝑈𝑥 точки 𝛼p𝑥q, для якого ℎ𝑛p𝑥qp𝐵𝑟q  𝛾p𝐵𝑟q  𝑔𝑛p𝑥qp𝐵𝑟q при всiх 𝛾 P 𝑈𝑥
(достатньо взяти кулю з центром в точцi 𝑥 радiусу 𝑟p𝑥q   1
𝑛 }𝛼p𝑥q1} , де }  } —
операторна норма). Максимальний радiус 𝑟p𝑥q кульового околу 𝑈𝑥 неперервно
залежить вiд матрицi 𝛼p𝑥q P  𝛾 | | det 𝛾|  1(, а оскiльки 𝛼p𝑆𝜀q — компакт,
то inf
𝑥P𝑆𝜀
𝑟p𝑥q  𝑟1 ¡ 0.
Нехай t𝑈𝑥1, . . . , 𝑈𝑥𝑝u — скiнченне покриття 𝛼p𝑆𝜀q околами вказаного ви-
гляду. Взявши до уваги неперервнiсть вiдображення 𝛼pq, розбиваємо поверх-
ню 𝑆𝜀 в диз’юнктне об’єднання борелiвських пiдмножин: 𝑆𝜀 
𝑝ª
𝑘1
𝐴𝑘,
де 𝐴1  𝛼1p𝑈𝑥1q; 𝐴𝑘  𝛼1p𝑈𝑥𝑘z
¤
𝑗 𝑘
𝑈𝑥𝑗q, 𝑘 ¡ 1. Якщо тепер покласти
ℎ𝑛

𝐴𝑘
 ℎ𝑛p𝑥𝑘q; 𝑔𝑛

𝐴𝑘
 𝑔𝑛p𝑥𝑘q, послiдовностi ℎ𝑛 та 𝑔𝑛 задовольнятимуть бажа-
нi умови. При цьому послiдовностi функцiй
detℎ𝑛pq i det 𝑔𝑛pq рiвномiрно
на 𝑆𝜀 збiгаються до
det𝛼pq  1. Окрiм того, послiдовностi ℎ𝑛 та 𝑔𝑛 є рiв-
номiрно обмеженими, а тому для кожного 𝑛 P N можемо обрати окiл 𝑊  𝐵𝑟1
незалежним вiд 𝑥 так, що для кожного 𝑥 P 𝑆𝜀 i кожного 𝐵 P ℬp𝑊 q вико-
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нується умова (2.26). Тому для кожного 𝐴 P ℬp𝑆𝜀q мають мiсце вкладення
Φ
?⃗?ℎ𝑛
𝐵𝑟
𝐴  Φ?⃗?𝐵𝑟𝐴  Φ
?⃗?𝑔𝑛
𝐵𝑟
𝐴, i завдяки невiд’ємностi мiри 𝜇 нерiвностi
𝜇pΦ?⃗?ℎ𝑛𝐵𝑟 𝐴q ¤ 𝜇pΦ?⃗?𝐵𝑟𝐴q ¤ 𝜇pΦ
?⃗?𝑔𝑛
𝐵𝑟
𝐴q. (2.27)
Зафiксуємо 𝐴 P ℬp𝑆𝜀q i нехай послiдовностi ℎ𝑛 i 𝑔𝑛 обрано також таким
чином, що для всiх 𝑛 P N i 𝑥 P 𝑆𝜀 виконуються вкладення:
detℎ𝑛p𝑥q P 1 1
𝑛
, 1  1
𝑛


;
det 𝑔𝑛p𝑥q P 1 1
𝑛
, 1  1
𝑛


(2.28)
Тодi з нерiвностей (2.25), (2.27) i (2.28) робимо висновок: для кожного
𝐴 P ℬp𝑆𝜀q i кожного 𝑛 P N iснує 𝑟0 ¡ 0 (𝑟0   𝑟1) таке, що при всiх 𝑟 P p0, 𝑟0q
виконуються нерiвностi:
1
𝑛
 

1 1
𝑛


𝜎?⃗? p𝐴q ¤
𝜇pΦ?⃗?𝐵𝑟𝐴q
𝜆𝑚p𝐵𝑟q ¤
1
𝑛
 

1  1
𝑛


𝜎?⃗? p𝐴q,
звiдки випливає iснування мiри 𝜎?⃗? на 𝑆 i тотожнiсть: 𝜎?⃗?  𝜎?⃗? .
Крок 3. Доведемо рiвнiсть мiр 𝜎?⃗? i 𝜎?⃗? на
 
𝑆,ℬp𝑆q. Достатньо довести
рiвнiсть »
𝑆
𝑓 𝑑𝜎?⃗? 
»
𝑆
𝑓 𝑑𝜎?⃗? (2.29)
для обмежених рiвномiрно неперервних на 𝑆 функцiй (див. [17, c. 44]).
Перш за все помiтимо, що для 𝜀 ¡ 0 для простої борелiвської функцiї 𝑓 на
𝑆 виконується рiвнiсть:»
𝑆𝜀
𝑓 𝑑𝜎?⃗?  lim𝑟Ñ0
1
𝜆𝑚p𝐵𝑟q
»
Φ?⃗?𝐵𝑟𝑆𝜀
p𝑓 𝑑𝜇. (2.30)
Якщо 𝑓 — обмежена борелiвська функцiя на 𝑆, то для кожного 𝛿 ¡ 0
iснує проста борелiвська функцiя 𝑔 на 𝑆, для якої sup
𝑆𝜀
|𝑓  𝑔| ¤ 𝛿. Тому
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sup
Φ?⃗?𝐵𝑟𝑆𝜀
| p𝑓  p𝑔| ¤ 𝛿 i виконується нерiвнiсть

1
𝜆𝑚p𝐵𝑟q
»
Φ?⃗?𝐵𝑟𝑆𝜀
p𝑓 𝑑𝜇 »
𝑆𝜀
𝑓 𝑑𝜎?⃗?
 ¤
¤

1
𝜆𝑚p𝐵𝑟q
»
Φ?⃗?𝐵𝑟𝑆𝜀
p𝑔 𝑑𝜇 »
𝑆𝜀
𝑔 𝑑𝜎?⃗?
  𝛿 
1
𝜆𝑚p𝐵𝑟q 𝜇pΦ
?⃗?
𝐵𝑟
𝑆𝜀q   𝛿  𝜎?⃗?p𝑆𝜀q,
звiдки i випливає рiвнiсть (2.30) для обмеженої борелiвської функцiї 𝑓 .
Якщо тепер ℎ — рiвномiрно неперервна обмежена функцiя в околi 𝑆𝜀, то
sup
Φ?⃗?𝐵𝑟𝑆𝜀
ℎzℎ
𝑆𝜀
Ñ 0 при 𝑟 Ñ 0 , а тому з (2.30) отримуємо рiвнiсть:
»
𝑆𝜀
ℎ
𝑆𝜀
𝑑𝜎?⃗?  lim𝑟Ñ0
1
𝜆𝑚p𝐵𝑟q
»
Φ?⃗?𝐵𝑟𝑆𝜀
ℎ 𝑑𝜇. (2.31)
Для обмеженої рiвномiрно неперервної функцiї 𝑓 на 𝑆 розглянемо вiдпо-
вiдну функцiю r𝑓  𝑓  𝑔𝑁  𝑃1  𝑔1 на 𝑈 , (тобто r𝑓 𝑔p𝑥, 𝑢q  𝑓 𝑔p𝑥, 0q).
Тодi r𝑓 є також обмеженою та рiвномiрно неперервною, тому рiвнiсть (2.29)
достатньо довести для обмежених функцiй, рiвномiрно неперервних в околах
множин 𝑆𝜀.
Оскiльки 𝜎?⃗?p𝑆z𝑆𝜀q Ñ 0, то для будь-якої обмеженої борелiвської функцiї
𝑓 на 𝑆 має мiсце збiжнiсть
lim
𝜀Ñ0 
»
𝑆𝜀
𝑓 𝑑𝜎?⃗? 
»
𝑆
𝑓 𝑑𝜎?⃗? .
Зрозумiло, що аналогiчна рiвнiсть є справедливою i для набору векторних
полiв ?⃗? , як i аналоги формул (2.30) i (2.31). Тому для перевiрки рiвностi (2.29)
достатньо для всякої функцiї ℎ, рiвномiрно неперервної та обмеженої в околi
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r𝑈 поверхнi 𝑆точнiше в ¤
𝜀¡0
𝑔
 
𝑁 𝜀2 𝑊1p𝜀q
	
, довести рiвнiсть:
lim
𝜀Ñ0 
lim
𝑟Ñ0 
1
𝜆𝑚p𝐵𝑟q
 »
Φ?⃗?𝐵𝑟𝑆𝜀
ℎ 𝑑𝜇
»
Φ?⃗?𝐵𝑟𝑆𝜀
ℎ 𝑑𝜇
 0. (2.32)
З умов (2.23)–(2.24) випливає рiвнiсть:
𝑋𝑘p𝑥q  𝑍𝑘p𝑥q  𝑄𝑘p𝑥q,
де поле 𝑄𝑘 дотикається до поверхнi 𝑆; при кожному 𝜀 ¡ 0 всi три поля визна-
ченi та належать до класу 𝐶1𝑏 в околi 𝑆𝜀 вигляду 𝑔p𝑁 𝜀2 𝑊1q.
Нехай ?⃗? P R𝑚; ?⃗?  0⃗. Розглянемо векторнi поля:
𝑋  1}⃗𝑡 }
?¸?
𝑘1
𝑡𝑘𝑋𝑘, 𝑍  1}⃗𝑡 }
?¸?
𝑘1
𝑡𝑘𝑍𝑘, 𝑄  1}⃗𝑡 }
?¸?
𝑘1
𝑡𝑘𝑄𝑘.
Тодi Φ?⃗?
?⃗?
𝑥  Φ𝑋
}⃗𝑡 }
𝑥; Φ?⃗?
?⃗?
𝑥  Φ𝑍
}⃗𝑡}
𝑥 (у випадку, якщо лiвi частини мають змiст).
Iснує число 𝐿, яке обмежує зверху норми
𝑋𝜙pq, 𝑍𝜙pq, 𝑋 1𝜙pq, 𝑍 1𝜙pq
у всiх картах вихiдного атласу i при всiх ?⃗? P R𝑚 (⃗𝑡  0⃗). Тодi за лемою 1
з роботи [10], iснують числа 𝐾1 ¡ 0 та 𝜂 ¡ 0 такi, що для будь-якої карти
вихiдного атласу при |𝑠|   𝜂 виконується нерiвнiсть:
Φ𝑋𝜙𝑠  𝜙p𝑥q Φ𝑍𝜙𝑠 Φ𝑋𝜙𝑍𝜙𝑠 p𝜙p𝑥q ¤ 𝐾1𝑠2.
(якщо, звичайно, лiва частина нерiвностi має змiст).
Оскiльки 𝑄 є дотичним до 𝑆, зменшенням 𝜂 можемо також забезпечити
виконання умови
𝑥 P 𝑆𝜀, |𝑠|   𝜂 ùñ Φ𝑄𝑠 𝑥 P 𝑆 𝜀2 .
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Зменшуючи, якщо це необхiдно, 𝜂 ¡ 0 з урахуванням леми 2.9 домагаємося
також можливостi для кожної точки 𝑥 P 𝑆𝜀 i |𝑠|   𝜂 помiстити Φ𝑋𝑠 𝑥 i Φ𝑍𝑠 Φ𝑄𝑠 𝑥
в область визначення однiєї карти 𝜙
 
образ якої мiстить кулю з центром в т.
𝜙p𝑥q, що дозволяю скористатися нерiвнiстю (2.22).
Отримуємо нерiвнiсть:
𝜌pΦ𝑋𝑠 𝑥,Φ𝑍𝑠 Φ𝑄𝑠 𝑥q ¤ 𝐶𝐾1𝑠2,
звiдки при ?⃗? P R𝑚, }?⃗? } P p0, 𝜂q випливає вкладення:
Φ?⃗??⃗? 𝑆𝜀 

Φ?⃗??⃗? p𝑆 𝜀2 q
	
𝐾2}𝑟}2
, (2.33)
де 𝐾2  𝐶𝐾1.
З умови рiвномiрної лiпшицевостi дифеоморфiзмiв Φ?⃗?
?⃗?
(лема 1 з роботи
[9]) iснує стала 𝐿 ¡ 1 така, що при }⃗𝑡 }   𝑟 для 𝑥, 𝑦 P 𝑈 має мiсце нерiвнiсть:
𝜌pΦ?⃗?
?⃗?
𝑥,Φ?⃗?
?⃗?
𝑦q ¤ 𝐿𝜌p𝑥, 𝑦q (якщо лiва частина нерiвностi має змiст).
Тому

Φ?⃗?
?⃗?
𝑆 𝜀2
	
𝐾2}⃗𝑡 }2
 Φ?⃗?
?⃗?

p𝑆 𝜀2 q𝐾 }⃗𝑡 }2
	
при 𝐾  𝐾2 𝐿, i з (2.33) випливає
вкладення Φ?⃗?𝐵𝑟𝑆𝜀  Φ?⃗?𝐵𝑟
 p𝑆 𝜀2 q𝐾𝑟2.
За зауваженням 2.4 iснують такi сталi 𝐶1 та 𝐶1, що при достатньо малих
𝛾 ¡ 0 має мiсце вкладення
p𝑆 𝜀2 q𝛾  𝑔p𝑁 38𝜀 𝐵𝐶1𝛾q  Φ
?⃗?
𝐵𝐶1𝛾
p𝑆 𝜀4 q. (2.34)
Тепер очевидна рiвнiсть Φ?⃗?𝐵𝑟1 𝑟2  Φ
?⃗?
𝐵𝑟1
 Φ?⃗?𝐵𝑟2 дозволяє з (2.33) i (2.34)
отримати вкладення:
Φ?⃗?𝐵𝑟𝑆𝜀  Φ?⃗?𝐵𝑟 𝑀1𝑟2p𝑆 𝜀4 q, (2.35)
де 𝑀1  𝐾𝐶1.
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Аналогiчно отримуємо вкладення:
Φ?⃗?𝐵𝑟𝑆𝜀  Φ?⃗?𝐵𝑟 𝑀2𝑟2p𝑆 𝜀4 q, (2.36)
З (2.35)–(2.36) отримуємо:
Φ?⃗?𝐵𝑟𝑆𝜀△Φ?⃗?𝐵𝑟𝑆𝜀 
 
Φ?⃗?𝐵𝑟 𝑀1𝑟2
p𝑆 𝜀4 qzΦ?⃗?𝐵𝑟𝑆𝜀
Y  Φ?⃗?𝐵𝑟 𝑀2𝑟2p𝑆 𝜀4 qzΦ?⃗?𝐵𝑟𝑆𝜀. (2.37)
Переходимо до доведення рiвностi (2.32). Беремо 𝜀 ¡ 0 i нехай 𝛿 
 𝛿p𝜀q  max 𝜎?⃗?p𝑆z𝑆𝜀q;𝜎?⃗?p𝑆z𝑆𝜀q(. Iснує 𝑟0  𝑟0p𝜀q таке, що Φ?⃗?𝐵𝑟0𝑆𝜀 
 𝑔p𝑁 𝜀2 𝑊1q; Φ?⃗?𝐵𝑟0𝑆𝜀  𝑔p𝑁 𝜀2 𝑊1q.
При 𝑟 P p0, 𝑟0q маємо оцiнку:
»
Φ?⃗?𝐵𝑟𝑆𝜀
ℎ 𝑑𝜇
»
Φ?⃗?𝐵𝑟𝑆𝜀
ℎ 𝑑𝜇
 ¤ supr𝑈 |ℎ|  𝜇pΦ
?⃗?
𝐵𝑟
𝑆𝜀△Φ?⃗?𝐵𝑟𝑆𝜀q. (2.38)
Оскiльки
lim
𝑟Ñ0
1
𝜆𝑚p𝐵𝑟q

𝜇
 
Φ?⃗?𝐵𝑟 𝑀1𝑟2
p𝑆 𝜀4 qzΦ?⃗?𝐵𝑟𝑆𝜀
  𝜇 Φ?⃗?𝐵𝑟 𝑀2𝑟2p𝑆 𝜀4 qzΦ?⃗?𝐵𝑟𝑆𝜀 
 𝜎?⃗?p𝑆 𝜀4z𝑆𝜀q   𝜎?⃗?p𝑆 𝜀4z𝑆𝜀q   2𝛿,
(2.39)
то з (2.37)–(2.39) випливає iснування 𝑟1  𝑟1p𝛿q ¡ 0 такого, що при 𝑟 P p0, 𝑟1q
виконується нерiвнiсть:
1
𝜆𝑚p𝐵𝑟q
 »
Φ?⃗?𝐵𝑟𝑆𝜀
ℎ 𝑑𝜇
»
Φ?⃗?𝐵𝑟𝑆𝜀
ℎ 𝑑𝜇

 ¤ supr𝑈 |ℎ|  3𝛿.
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Граничний перехiд 𝑟 Ñ 0  дає нерiвнiсть
»
𝑆𝜀
ℎ 𝑑𝜎?⃗? 
»
𝑆𝜀
ℎ 𝑑𝜎?⃗?
 ¤ supr𝑈 |ℎ|  3𝛿p𝜀q,
звiдки i випливає (2.32).
Теорему доведено.
Зауваження 2.8. Твердження теореми 2.3 залишається вiрним також у
тому випадку, коли трiйки t𝑆, ?⃗? , 𝜇u i t𝑆, ?⃗?, 𝜇u узгодженi в широкому сенсi i
при цьому мiри 𝜎?⃗? i 𝜎?⃗? є скiнченними на 𝑆.
2.6 Поверхневi мiри другого типу
Нехай многовид 𝑀 надiлено рiвномiрною структурою; 𝜔 — асоцiйована
форма поверхнi 𝑆; трiйки t𝑆, ?⃗? , 𝜇u та t𝑆, ?⃗?, 𝜇u узгодженi. Тодi мiри 1𝜔p?⃗? q 
𝑆

𝜎?⃗? i
1𝜔p?⃗?q 
𝑆
 𝜎?⃗? спiвпадають на
 
𝑆,ℬp𝑆q.
Дiйсно, поклавши для зручностi
𝜔p?⃗? q 
𝑆
 𝑓 , 𝜔p?⃗?q 
𝑆
 𝑔 i використав-
ши лему 2.8, отримуємо, що трiйки t𝑆, y𝑓 1𝑚 ?⃗? , 𝜇u та t𝑆, y𝑔 1𝑚 ?⃗?, 𝜇u узгодженi в
широкому сенсi i при цьому
𝜎?⃗?  𝑓  𝜎 p𝑓 1𝑚 ?⃗? ; 𝜎?⃗?  𝑔  𝜎p𝑔 1𝑚 ?⃗? .
А оскiльки
𝜔p p𝑓 1𝑚 ?⃗? q 
𝑆
 𝑓1𝜔p?⃗? q 
𝑆
 1  𝑔1𝜔p?⃗?q 
𝑆
 𝜔pp𝑔 1𝑚 ?⃗?q 
𝑆
, то
спiвпадiння вказаних мiр випливає з теореми 2.3 i зауваження 2.8.
Тим самим доведено коректнiсть наступного означення.
Означення 2.7. Поверхневою мiрою другого типу на 𝑆, iндукованою мiрою
𝜇 i асоцiйованою формою 𝜔, назвемо мiру 𝜇𝜔  1𝜔p?⃗?q 
𝑆
 𝜎?⃗? , де ?⃗? — строго
трансверсальний до 𝑆 набiр векторних полiв класу 𝐶1𝑏 p𝑀q, якi попарно кому-
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тують i для яких трiйка p𝑆, ?⃗?, 𝜇q узгоджена.
2.7 Висновки за роздiлом
У даному роздiлi запропоновано пiдхiд для побудови асоцiйованої поверх-
невої мiри (першого типу) на поверхнi скiнченної корозмiрностi, вкладенiй у
банахiв многовид з обмеженою структурою. Наведено достатнi умови, за яких
може бути використана вказана конструкцiя.
Доведено низку властивостей запропонованої конструкцiї. Зокрема, вияв-
лено незалежнiсть поверхневої мiри вiд строго трансверсального до поверхнi
набору векторних полiв з точнiстю до гладкої функцiї, що задається асоцiйо-
ваною диференцiальною формою поверхнi. Для банахових многовидiв з рiв-
номiрною структурою введено поняття поверхневої мiри другого типу, iнду-
кованої мiрою на многовидi та асоцiйованою формою поверхнi.
Основнi результати роздiлу представленi у роботi [13].
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РОЗДIЛ 3
ТРАНЗИТИВНIСТЬ ЗАПРОПОНОВАНОЇ КОНСТРУКЦIЇ ТА
УЗГОДЖЕНIСТЬ З КЛАСИЧНИМИ РЕЗУЛЬТАТАМИ
В даному роздiлi дослiджене питання транзитивностi конструкцiї, запропо-
нованої у роздiлi 2. Нехай 𝑀 — банахiв многовид з рiвномiрною структурою;
Σ — вкладена в 𝑀 , а 𝑆 — вкладена в Σ поверхня скiнченної корозмiрностi;
𝜇 — борелiвськая мiра на 𝑀 . Поверхневу мiру на 𝑆 можна отримати двома
шляхами: безпосередньо запропонованим методом i в два етапи: спочатку бу-
дується мiра на Σ, iндукована мiрою 𝜇 i вкладенням Σ в 𝑀 , а потiм тим же
шляхом будується мiра на 𝑆, iндукована вкладенням 𝑆 в Σ. Як буде показано
далi, вказанi пiдходи є еквiвалентними. Основнi одержанi результати роздiлу
представленi у роботi [15].
Крiм того розглянуто приклади використання запропонованої у роздiлi 2
конструкцiї побудови поверхневих мiр та дослiджено адекватнiсть вказаного
пiдходу по вiдношенню до класичних результатiв. Розглянуто випадок скiн-
ченновимiрного евклiдового простору R𝑛 та скiнченновимiрного рiманового
многовиду. Вказанi приклади наведено у статтях [33, 35].
3.1 Транзитивнi властивостi поверхневих мiр
Як i ранiше, вважаємо, що 𝑀 є банаховим 𝐶2-многовидом з обмеженою
структурою, моделлю якого є дiйсний банахiв простiр 𝐸. Вважаємо також, що
на 𝑀 зафiксовано деякий обмежений атлас Ω   p𝑈𝛼, 𝜙𝛼q(, а тому i iндукова-
на ним внутрiшня метрика 𝜌.
Нехай Σ  𝑀 — вкладена в 𝑀 поверхня корозмiрностi 𝑚 вiдповiдно до
означення 2.1. Тобто iснує многовид 𝑁1 з обмеженою структурою, модельний
простiр якого 𝐸1 є пiдпростором в 𝐸 корозмiрностi𝑚 (в подальшому 𝐸 будемо
ототожнювати з 𝐸1   R𝑚); 𝑉1 — вiдкритий окiл нуля 0⃗ P R𝑚 i 𝑔1 : 𝑁1  𝑉1 Ñ
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Ñ 𝑈  𝑀 — обмежений iзоморфiзм на вiдкриту пiдмножину 𝑈 в 𝑀 . При
цьому Σ  𝑔1
 
𝑁1  t⃗0u

.
Для 𝜀 ¡ 0 множина Σ𝜀 визначається формулою:
Σ𝜀 
 
𝑥 P Σ | 𝜌p𝑥,𝑀z𝑈q ¥ 𝜀(. (3.1)
Поверхня Σ природним чином надiлена структурою банахового многовиду
з обмеженим атласом. Якщо Ω1 — обмежений атлас на 𝑁1, то карта r𝜙 : r𝑈 Ñ 𝐸1
атласу Ω1 iндукує на 𝑀 карту
𝜙  pr𝜙 𝑖𝑑q  p𝑔1q1 : 𝑔1pr𝑈  𝑉 q Ñ r𝜙pr𝑈q  𝑉  𝐸,
узгоджену з атласом Ω.
Обмеження карт на Σ

𝜙

Σ
: 𝑔1
 r𝑈  t⃗0u Ñ r𝜙pr𝑈q  t⃗0u  𝐸1	 утворює
обмежений атлас ΩΣ на Σ (образ атласу Ω1 при iзоморфiзмi 𝑔1). Вiдповiдну
метрику на Σ будемо позначати через 𝜌Σ.
Нехай тепер 𝑆 — вкладена в Σ поверхня корозмiрностi 𝑛. Покажемо, что 𝑆
є вкладеною в 𝑀 поверхнею корозмiрностi 𝑚  𝑛.
Позначимо через 𝑔2 обмежений iзоморфiзм, що визначає вкладення 𝑆 в Σ:
𝑔2 : 𝑁2𝑉2 Ñ 𝑈1  Σ (тут 𝑉2 — вiдкритий окiл нуля R𝑛; 𝑈1 — вiдкрита в Σ. Без
втрати загальностi вважаємо: 𝐸  𝐸1   R𝑚  𝐸2   R𝑚 𝑛, де 𝐸2 — модельний
простiр многовиду 𝑁2.
Тодi обмежений iзоморфiзм
ℎ : 𝑁2  𝑉2  𝑉1 Ñ r𝑈 𝑀, (3.2)
що визначає вкладення 𝑆 в𝑀 , будуємо як композицiю наступних трьох обме-
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жених iзоморфiзмiв:
𝑔2  𝑖𝑑 : 𝑁2  𝑉2  𝑉1 Ñ 𝑈1  𝑉1  Σ 𝑉1; p𝑔1q𝑁11  𝑖𝑑 : 𝑈1  𝑉1 Ñ p𝑈  𝑉1  𝑁1  𝑉1
(тут p𝑔1q𝑁1  𝑔1  𝑖1 : 𝑁1 Ñ Σ — iзоморфiзм 𝑁1 та Σ, iндукований вiдображен-
ням 𝑔1; p𝑈  p𝑔𝑁1q1p𝑈1q — вiдкрита пiдмножина в 𝑁1) i, нарештi,
𝑔1 : 𝑁1  𝑉1 Ñ 𝑈 𝑀.
При цьому ℎ
 
𝑁2  t⃗0R𝑚 𝑛u
  𝑔2 𝑁2  t0⃗R𝑛u  𝑆, а множина r𝑈 
 ℎp𝑁2  𝑉2  𝑉1q є вiдкритою пiдмножиною 𝑈 , причому r𝑈 Σ  𝑈1.
Для 𝜀 ¡ 0 вiдповiдно до формули (3.1) визначено множину 𝑆𝜀 
  𝑥 P 𝑆 | 𝜌p𝑥,𝑀zr𝑈q ¥ 𝜀(. Наслiдком вкладень 𝑆  Σ та r𝑈  𝑈 є вкладення
𝑆𝜀  Σ𝜀. (3.3)
З iншого боку 𝜌p𝑥,𝑀zr𝑈q  min 𝜌p𝑥,𝑀z𝑈q, 𝜌p𝑥, 𝑈zr𝑈q(. Крiм того, iсну-
ють такi сталi 𝑐1 та 𝑐2 (залежнi вiд вибору атласiв на 𝑀 та Σ; для атласу Ω𝑀 ,
що визначається умовою (2.4), можна взяти 𝑐1  𝑐2  1), що
𝑐1𝜌p𝑥, 𝑈zr𝑈q ¥ 𝜌Σp𝑥,Σz𝑈1q ¥ 𝑐2𝜌p𝑥, 𝑈zr𝑈q.
Тому для кожного 𝜀 ¡ 0 справедливими є також вкладення
𝑆𝑐1𝜀pΣq
£
Σ𝜀  𝑆𝜀p𝑀q  𝑆𝑐2𝜀pΣq
£
Σ𝜀, (3.4)
де через 𝑆𝜀p𝑀q та 𝑆𝜀pΣq позначено множини 𝑆𝜀, iндукованi вкладеннями
𝑆 в 𝑀 та Σ вiдповiдно.
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3.1.1 Асоцiйована форма поверхнi Нехай Σ — вкладена в 𝑀 поверх-
ня корозмiрностi 𝑚; 𝑆 — вкладена в Σ поверхня корозмiрностi 𝑛. Тодi, як
показано вище, 𝑆 являє собою вкладену в 𝑀 поверхню корозмiрностi 𝑚  𝑛.
Нехай 𝛼 — асоцiйована 𝑚-форма вкладення поверхнi Σ в 𝑀 вiдповiдно
до означення 2.2, тобто 𝛼 — диференцiальна 𝑚-форма, визначена на 𝑈 (або
бiльшiй вiдкритiй пiдмножинi в𝑀 ), класу 𝐶1𝑏 , така, що для довiльної точки 𝑥 P
Σ виконується рiвнiсть 𝑇𝑥Σ 
 
𝑌 P 𝑇𝑥𝑀 | 𝑖𝑌 𝛼p𝑥q  0
(
, де 𝑖𝑌 — внутрiшнiй
добуток зовнiшньої форми на вектор 𝑌 . При цьому для кожного достатньо
малого 𝜀 ¡ 0  𝜀 P p0, 𝑟q iснує таке 𝛿 ¡ 0, що для всякого 𝑥 P Σ𝜀 i карти
p𝑊,𝜙q P Ω в точцi 𝑥 для представлення 𝛼 в цiй картi має мiсце нерiвнiсть𝛼𝜙 𝜙p𝑥q ¥ 𝛿.
Нехай далi 𝛽 — диференцiальна 𝑛-форма класу 𝐶1𝑏 на r𝑈 (див. (3.2)), обме-
ження якої r𝛽 на Σ r𝑈  𝑈1 збiгається з асоцiйованою 𝑛-формою вкладення
поверхнi 𝑆 в Σ.
У прикладi 2.1 показано iснування асоцiйованої форми вкладення Σ в 𝑀
(а також вкладення 𝑆 в Σ). Обґрунтуємо тепер iснування форми 𝛽. Якщо r𝛽 —
асоцiйована форма вкладення 𝑆 в Σ, то 𝑔2 r𝛽 — асоцiйована форма вкладення
𝑁2  t⃗0u в 𝑁2  𝑉2. Позначивши через 𝑃 канонiчний проектор 𝑁2  𝑉2  𝑉1
на 𝑁2  𝑉2, шукану форму 𝛽 отримаємо за формулою: 𝛽 
 
ℎ1

𝑃 𝑔2
r𝛽, де ℎ
визначається формулою (3.2). Дiйсно, для 𝑥 P Σ r𝑈 i 𝑢1, . . . , 𝑢𝑛 P 𝑇𝑥𝑀 маємо
рiвнiсть
𝛽p𝑥qp𝑢1, . . . , 𝑢𝑛q  r𝛽p𝑥q  𝑇𝑥p𝑔2  𝑃  ℎ1q𝑢1, . . . , 𝑇𝑥p𝑔2  𝑃  ℎ1q𝑢𝑛 .
Тому, при 𝑥 P Σ r𝑈 , 𝑢𝑖 P 𝑇𝑥Σ: 𝛽p𝑥qp𝑢1, . . . , 𝑢𝑛q  r𝛽p𝑥qp𝑢1, . . . , 𝑢𝑛q, отже,
обмеження 𝛽 на Σ
 r𝑈 збiгається з r𝛽. Помiтимо також (змiст цього зауваження
проясниться в кiнцi роздiлу), що якщо 𝑛-форма r𝛽 замкнена, то i 𝑛-форма 𝛽
також замкнена.
Лема 3.1. Визначена на r𝑈 диференцiальна p𝑚   𝑛q-форма 𝜔  𝛼 ^ 𝛽 є
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асоцiйованою формою вкладення 𝑆 в 𝑀 .
Доведення. За твердженням 2.3 диференцiальна форма 𝜔 належить до класу
𝐶1𝑏 pr𝑈q, тому потрiбно перевiрити лише два факти:
а) Для кожної точки 𝑥 P 𝑆 i вектора 𝑌 P 𝑇𝑥𝑀 виконується умова:
p𝑌 P 𝑇𝑥𝑆q ðñ
 
𝑖𝑌 𝜔p𝑥q  0

;
б) Для заданого обмеженого атласу Ω на 𝑀 iснує 𝑟 ¡ 0 таке, що для кожного
𝜀 P p0, 𝑟q знайдеться 𝛿 ¡ 0, для якого для кожного 𝑥 P 𝑆𝜀 i карти p𝑈,𝜙q P Ω в
точцi 𝑥 має мiсце оцiнка:
𝜔𝜙 𝜙p𝑥q ¥ 𝛿.
Зафiксуємо деяку точку 𝑥 P 𝑆. Перша з умов зводиться в картi до насту-
пного. Нехай 𝐸1 — пiдпростiр в 𝐸 корозмiрностi 𝑚; зовнiшня 𝑚-форма 𝛼 на
𝐸 є такою, що для вектора 𝑋 P 𝐸 виконується спiввiдношення
p𝑋 P 𝐸1q ðñ
 
𝑖𝑋𝛼  0

;
𝐸2 — пiдпростiр в 𝐸1 корозмiрностi 𝑛; 𝛽 — зовнiшня 𝑛-форма на 𝐸, для якоїr𝛽  𝛽
𝐸1
задовольняє властивiсть: для 𝑌 P 𝐸1 виконується спiввiдношення
p𝑌 P 𝐸2q ðñ
 
𝑖𝑌 r𝛽  0.
Тодi для 𝑌 P 𝐸 потрiбно перевiрити, що
p𝑌 P 𝐸2q ðñ
 
𝑖𝑌 p𝛼 ^ 𝛽q  0

.
Скористаємося рiвнiстю:
𝑖𝑌 p𝛼 ^ 𝛽q  p𝑖𝑌 𝛼q ^ 𝛽   p1q𝑚𝛼 ^ 𝑖𝑌 𝛽. (3.5)
Нехай спочатку 𝑌 R 𝐸1; 𝐸  𝐸1 𝐿1  𝐸2 𝐿2 𝐿1; t𝑒1, . . . , 𝑒𝑛u — базис в 𝐿2;
t𝑒𝑛 1, . . . , 𝑒𝑛 𝑚u — базис в 𝐿1. Розклад в пряму суму i базиси оберемо таким
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чином, щоб 𝑌  𝑒𝑛 𝑚. Отримаємо:
𝑖𝑌 p𝛼 ^ 𝛽qp𝑒1, . . . , 𝑒𝑛 𝑚1q  (3.6)
 1p𝑚 1q!𝑛!
¸
𝜎P𝑆𝑚 𝑛1
𝜂p𝜎q𝛼p𝑌, 𝑒𝜎p1q, . . . , 𝑒𝜎p𝑚1qq  𝛽p𝑒𝜎p𝑚q, . . . , 𝑒𝜎p𝑚 𝑛1qq 
 p1q𝑚 1p𝑛 1q!𝑚!
¸
𝜎P𝑆𝑚 𝑛1
𝜂p𝜎q𝛼p𝑒𝜎p1q, . . . , 𝑒𝜎p𝑚qq 𝛽p𝑌, 𝑒𝜎p𝑚 1q, . . . , 𝑒𝜎p𝑚 𝑛1qq,
де 𝜂p𝜎q — знак пiдстановки 𝜎.
В кожному доданку останньої суми правої частини рiвностi (3.6) се-
ред векторiв 𝑒𝜎p1q, . . . , 𝑒𝜎p𝑚q є хоча б один вектор базису 𝐿2  𝐸1. Тому
𝛼p𝑒𝜎p1q, . . . , 𝑒𝜎p𝑚qq  0 для всiх 𝜎 P 𝑆𝑚 𝑛1. В першiй сумi правої частини
рiвностi (3.6) не рiвними нулю можуть бути лише тi доданки, для яких вико-
нується спiввiдношення: p1 ¤ 𝑘 ¤ 𝑚 1q ùñ  𝑛   1 ¤ 𝜎p𝑘q ¤ 𝑚   𝑛  1,
причому всi цi доданки є попарно рiвними. Звiдси отримуємо:
𝑖𝑌 p𝛼 ^ 𝛽qp𝑒1, . . . , 𝑒𝑛 𝑚1q  𝛼p𝑒𝑚 𝑛, 𝑒𝑛 1, . . . , 𝑒𝑛 𝑚1q  𝛽p𝑒1, . . . , 𝑒𝑛q  0.
Нехай тепер 𝑌 P 𝐸1z𝐸2. В розкладi 𝐸  𝐸1   𝐿1  𝐸2   𝐿2   𝐿1 базиси
оберемо наступним чином: t𝑒1, . . . , 𝑒𝑚u — базис в 𝐿1; t𝑒𝑚 1, . . . , 𝑒𝑚 𝑛u — базис
в 𝐿2. Розклад в пряму суму i базиси обираємо таким чином, щоб 𝑌  𝑒𝑚 𝑛.
Тепер 𝑖𝑌 𝛼  0 i в рiвностi (3.6) перша сума в правiй частинi обертається в
нуль.У другiй сумi не рiвними нулю можуть бути лишь тi доданки, для яких
виконується спiввiдношення p1 ¤ 𝑘 ¤ 𝑚q ùñ  1 ¤ 𝜎p𝑘q ¤ 𝑚, i всi вони рiвнi
мiж собою. Тому:
𝑖𝑌 p𝛼 ^ 𝛽qp𝑒1, . . . , 𝑒𝑛 𝑚1q  𝛼p𝑒1, . . . , 𝑒𝑚q  𝛽p𝑒𝑚 𝑛, 𝑒𝑚 1, . . . , 𝑒𝑚 𝑛1q  0.
Для останнього випадку, коли 𝑌 P 𝐸2 з (3.5) випливає умова 𝑖𝑌 p𝛼^𝛽q  0.
При перевiрцi другої умови вiзьмемо до уваги вкладення (3.4), що вико-
нується при достатньо малому 𝑟 ¡ 0 для 𝜀 P p0, 𝑟q. Тому також допустимим
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є локальне дослiдження, що призводить, в попереднiх позначеннях, до оцiнки
знизу норми }𝛼 ^ 𝛽}, де 𝛼 i r𝛽 — зовнiшнi форми, визначенi на 𝐸, r𝛽  𝛽
𝐸1
.
При цьому передбачається, що }𝛼}𝐸 ¥ 𝛿 ¡ 0, }r𝛽}𝐸1 ¥ 𝛿 ¡ 0. Покажемо (i
цього достатньо), що }𝛼 ^ 𝛽}𝐸 ¥ 𝛿2.
Вiзьмемо 𝜉 ¡ 0 i вектори 𝑒1, . . . , 𝑒𝑚 P 𝐸, для яких }𝑒1}  . . .  }𝑒𝑚}  1
i
𝛼p𝑒1, . . . , 𝑒𝑚q ¥ 𝛿  𝜉 та 𝑒𝑚 1, . . . , 𝑒𝑚 𝑛 P 𝐸1, для яких }𝑒𝑚 1}  . . . 
 }𝑒𝑚 𝑛}  1 i
r𝛽p𝑒𝑚 1, . . . , 𝑒𝑚 𝑛q ¥ 𝛿  𝜉. Тодi
p𝛼 ^ 𝛽qp𝑒1, . . . , 𝑒𝑛 𝑚q 
 1
𝑚!𝑛!
¸
𝜎P𝑆𝑚 𝑛
𝜂p𝜎q𝛼p𝑒𝜎p1q, . . . , 𝑒𝜎p𝑚qq  𝛽p𝑒𝜎p𝑚 1q, . . . , 𝑒𝜎p𝑚 𝑛qq 
 𝛼p𝑒1, . . . , 𝑒𝑚q  r𝛽p𝑒𝑚 1, . . . , 𝑒𝑚 𝑛q
(тут враховано, що 𝑖𝑌 𝛼  0 для 𝑌 P 𝐸1). Тому
p𝛼^𝛽qp𝑒1, . . . , 𝑒𝑛 𝑚q ¥ p𝛿𝜉q2,
що i доводить твердження з огляду на довiльнiсть 𝜉 ¡ 0.
Лему доведено.
3.1.2 Трансверсальнi набори векторних полiв Нехай Σ — вкладена в
𝑀 поверхня корозмiрностi𝑚; 𝑔1 : 𝑁1𝑉1 Ñ 𝑈 𝑀 — обмежений iзоморфiзм,
що визначає вкладення Σ в 𝑀 , i ?⃗? : t𝑍1, . . . , 𝑍𝑚u — набiр визначених на 𝑈
(або, можливо на бiльшiй вiдкритiй пiдмножинi𝑀 ) векторних полiв класу 𝐶1𝑏 .
Згiдно означення 2.3, набiр полiв ?⃗? називаємо строго трансверсальним до Σ,
якщо для деякої (а тому i для будь-якої) асоцiйованої 𝑚-форми 𝜔 поверхнi
Σ виконується наступна умова: для кожного 𝜀 ¡ 0 iснує 𝛿 ¡ 0 таке, що для
будь-якого 𝑥 P Σ𝜀 має мiсце нерiвнiсть
𝜔p?⃗?qp𝑥q  𝜔p𝑍1, . . . , 𝑍𝑚qp𝑥q ¥ 𝛿.
Нехай rΣ — вiдкрита пiдмножина в Σ. Тодi rΣ також являє собою вкладену
в 𝑀 поверхню, i вiдповiдний iзоморфiзм 𝑔1 : 𝑁1  𝑉1 Ñ r𝑈  𝑀 є звуженням
𝑔1 на множину 𝑁1  𝑉1, де 𝑁1  p𝑔1q1𝑁1prΣq  𝑁1; r𝑈 — вiдкрита пiдмножина
в 𝑈 . Якщо 𝑚-форма 𝜔 асоцiйована з Σ, то вона також асоцiйована з rΣ. Якщо
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набiр векторних полiв t𝑍1, . . . , 𝑍𝑚u строго трансверсальний до Σ, то вiн також
строго трансверсальний до rΣ.
Лема 3.2. Нехай Σ — вкладена в 𝑀 поверхня корозмiрностi 𝑚; 𝑆 —
поверхня, вкладена в Σ корозмiрностi 𝑛 (вiдносно вкладення в Σ). Нехай
𝑔1 : 𝑁1  𝑉1 Ñ 𝑈  𝑀 ; 𝑔2 : 𝑁2  𝑉2 Ñ 𝑈1  Σ — обмеженi iзоморфiзми,
що визначають вказанi вкладення; r𝑔1 : 𝑁1  𝑉1 Ñ r𝑈  𝑀 — обмежений iзо-
морфiзм, що визначає вкладену поверхню 𝑈1. Нехай ?⃗?  t𝑋1, . . . , 𝑋𝑚 𝑛u —
строго трансверсальний до 𝑆 набiр визначених на r𝑈 полiв класу 𝐶1𝑏 pr𝑈q, що
попарно комутують, причому поля 𝑋1, . . . , 𝑋𝑛 є дотичними до поверхнi 𝑈1,
а пiднабiр полiв ⃗𝑋  t𝑋𝑛 1, . . . , 𝑋𝑚 𝑛u строго трансверсальний до 𝑈1. Тодi
набiр ?⃗?  t𝑌1, . . . , 𝑌𝑛u обмежень на 𝑈1 векторних полiв 𝑋𝑘 (𝑘  1, 2, . . . , 𝑛)
класу 𝐶1𝑏 p𝑈1q є строго трансверсальним до 𝑆 при її вкладеннi в Σ (однак, в
якостi множини 𝑆𝜀 береться множина 𝑆𝜀p𝑀q), i поля з набору ?⃗? попарно
комутують.
Доведення. Нехай 𝛽 — диференцiальна 𝑛-форма на r𝑈 , обмеження якої r𝛽 на
𝑈1 являє собою асоцiйовану 𝑛-форму поверхнi 𝑆 при її вкладеннi в Σ.
Беремо 𝜀 ¡ 0. Згiдно вкладення (3.3), 𝑆𝜀  Σ𝜀.
Якщо 𝛼 — асоцiйована форма вкладення Σ в𝑀 , то, згiдно леми 3.1, 𝛼^𝛽 —
асоцiйована форма вкладення 𝑆 в 𝑀 . Тому iснує таке 𝛿 ¡ 0, що для кожного
𝑥 P 𝑆𝜀 виконується нерiвнiсть
p𝛼 ^ 𝛽qp𝑋1, . . . , 𝑋𝑚 𝑛qp𝑥q ¥ 𝛿.
Врахувавши, що 𝛼p𝑋𝑖1, . . . , 𝑋𝑖𝑚qp𝑥q  0 для 𝑥 P Σ, якщо 𝑖𝑘 ¤ 𝑛 для деякого 𝑘,
отримуємо для кожного 𝑥 P 𝑆 рiвностi
p𝛼 ^ 𝛽qp𝑋1, . . . , 𝑋𝑚 𝑛qp𝑥q  𝛼p𝑋𝑛 1, . . . , 𝑋𝑚 𝑛qp𝑥q  𝛽p𝑋1, . . . , 𝑋𝑛qp𝑥q 
 𝛼p𝑋𝑛 1, . . . , 𝑋𝑚 𝑛qp𝑥q  r𝛽p𝑌1, . . . , 𝑌𝑛qp𝑥q. (3.7)
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Вiзьмемо 𝑥 P 𝑆𝜀. Тодi, враховуючи обмеженiсть 𝛼 та полiв 𝑋𝑘, з рiвно-
стi (3.7) маємо
r𝛽p𝑌1, . . . , 𝑌𝑛qp𝑥q  p𝛼 ^ 𝛽qp𝑋1, . . . , 𝑋𝑚 𝑛qp𝑥q𝛼p𝑋𝑛 1, . . . , 𝑋𝑚 𝑛qp𝑥q ¥ 𝛿𝐶 ,
де 𝐶 — стала, що не залежить вiд 𝜀. Отже, одержуємо нерiвнiсть
inf
𝑥P𝑆𝜀
r𝛽p𝑌1, . . . , 𝑌𝑛qp𝑥q ¡ 0.
Комутацiя полiв 𝑌𝑘 випливає з комутацiї їх потокiв.
Лему доведено.
Наведемо найпростiший модельний приклад виконання умов леми 3.2.
Приклад 3.1. Нехай 𝑔1 : 𝑁1  𝑉1 Ñ 𝑈  𝑀 — обмежений iзоморфiзм,
що визначає поверхню Σ. Якщо 𝑆 — поверхня, вкладена в Σ i 𝑔2 : 𝑁2  𝑉2 Ñ
Ñ 𝑈1  Σ — вiдповiдний обмежений iзоморфiзм, що визначає 𝑆, то iснує
строго трансверсальний до 𝑆 (при вкладеннi в Σ) набiр визначених на 𝑈1 ве-
кторних полiв t𝑌1, . . . , 𝑌𝑛u, що попарно комутують (див. приклад 2.2). Нехай
tr𝑌1, . . . , r𝑌𝑛u — r𝑔1-зв’язанi з t𝑌1, . . . , 𝑌𝑛u векторнi поля, визначенi на 𝑁1  t⃗0u.
Визначимо векторнi поля r𝑋1, . . . , r𝑋𝑛 𝑚 на 𝑁1  𝑉1 за правилом: r𝑋𝑘 — 𝑃1-
зв’язане з r𝑌𝑘, 𝑘  1, . . . , 𝑛 (𝑃1 — проектор 𝑁1  𝑉1 на перший множник);
𝑋𝑛 𝑘  BB𝑡𝑘 (𝑘  1, 2, . . . ,𝑚). Тодi шуканi векторнi поля 𝑋1, . . . , 𝑋𝑛 𝑚 отри-
муємо як r𝑔1-зв’язанi з полями r𝑋1, . . . , r𝑋𝑛 𝑚.
Зауваження 3.1. Множини 𝑆𝜀pΣq та 𝑆𝜀p𝑀q в загальному випадку не
спiвпадають, тому у лемi 3.2 для перевiрки умови строгої трансверсальностi
набору ?⃗? до поверхнi 𝑆 (при її вкладеннi в Σ) умова накладається на множину
𝑆𝜀p𝑀q. Тим не менш, у прикладi 3.1 набiр ?⃗? є строго трансверсальним до
𝑆 вiдповiдно до означення 2.3, тобто для множини 𝑆𝜀pΣq в якостi 𝑆𝜀. Далi
вимагатимемо, щоб набiр ?⃗? задовольняв умови означення 2.3.
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3.1.3 Узгодженiсть поверхневих мiр першого типу Нехай 𝜇 — скiн-
ченна борелiвська мiра на банаховому многовидi 𝑀 , надiленому обмеженою
структурою; Σ — вкладена в 𝑀 поверхня корозмiрностi 𝑚; 𝑔1 : 𝑁1  𝑉1 Ñ
Ñ 𝑈 𝑀 — обмежений iзоморфiзм, що визначає вкладення Σ в 𝑀 . Нехай на
𝑈 (або бiльшiй вiдкритiй пiдмножинi в 𝑀 ) задано строго трансверсальний до
Σ набiр ?⃗?  t𝑋1, . . . , 𝑋𝑚u повних векторних полiв класу 𝐶1𝑏 , що попарно ко-
мутують. Крiм того, передбачається, що набiр векторних полiв ?⃗? задовольняє
наступну умову: вiдображення Φ?⃗? : Σ  R𝑚 Q p𝑥, ?⃗? q ÞÑ Φ?⃗?
?⃗?
𝑥 P Φ?⃗?R𝑚Σ взаємно
однозначне. Модельний приклад набору векторних полiв ?⃗? , що задовольня-
ють вказану умову, приведено в прикладi 2.2. Тодi, згiдно означення 2.5, трiйка
pΣ, ?⃗?, 𝜇q є узгодженою, якщо для будь-якої пiдстановки 𝜏 степеня 𝑚 визна-
чено мiру 𝑑𝑋𝜏p1q𝑑𝑋𝜏p2q . . . 𝑑𝑋𝜏p𝑚q𝜇 (а тому незалежну вiд 𝜏 ), i в цьому випадку
визначено поверхневу мiру 𝜎?⃗?  𝜎?⃗?r𝜇s на ℬpΣq (див. пiдроздiл 2.4), для якої
для кожного 𝐴 P ℬpΣq справджується рiвнiсть
𝜎?⃗?p𝐴q  p𝑑𝑋1𝑑𝑋2 . . . 𝑑𝑋𝑚𝜇qp p𝐴q, де p𝐴  Φ𝑋1p8,0sΦ𝑋2p8,0s . . .Φ𝑋𝑚p8,0s𝐴. (3.8)
Помiтимо, що якщо rΣ — вiдкрита пiдмножина в Σ, то з узгодженостi трiйки
pΣ, ?⃗?, 𝜇q випливає узгодженiсть трiйки prΣ, ?⃗?, 𝜇q, i при цьому звуження мiри
𝜎?⃗?rΣs на rΣ збiгається з поверхневою мiрою 𝜎?⃗?rrΣs, побудованою для вкладе-
ння в 𝑀 поверхнi rΣ. Тому, не втрачаючи загальностi, в подальшому будемо
вважати, що множиною 𝑈1 є вся поверхня Σ. У цьому випадку r𝑈  𝑈 , i точка
𝑥 P 𝑆 мiститься в 𝑆𝜀 в тому i тiльки тому випадку, коли 𝑥 лежить в Σ𝜀.
Теорема 3.1. Нехай в умовах попереднiх позначень ?⃗?  t𝑋1, . . . , 𝑋𝑚 𝑛u —
строго трансверсальний до 𝑆 набiр визначених на 𝑈 повних полiв класу 𝐶1𝑏 ,
що попарно комутують, причому поля 𝑋1, . . . , 𝑋𝑛 є дотичними до поверхнi Σ,
а пiднабiр полiв ⃗𝑋  t𝑋𝑛 1, . . . , 𝑋𝑚 𝑛u строго трансверсальний до Σ, i при
цьому вiдображення Φ
⃗
𝑋 : Σ  R𝑚 Ñ Φ⃗𝑋R𝑚Σ взаємно однозначне. Крiм того,
набiр ?⃗?  t𝑌1, . . . , 𝑌𝑛u обмежень на Σ векторних полiв 𝑋𝑘 (𝑘  1, 2, . . . , 𝑛)
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класу 𝐶1𝑏 є строго трансверсальним до 𝑆 при її вкладеннi в Σ. Тодi, якщо
трiйка p𝑆, ?⃗?, 𝜇q є узгодженою, то узгодженими є також трiйки pΣ, ⃗𝑋,𝜇q
та p𝑆, ?⃗? , 𝜎⃗
𝑋
q (при вкладеннi 𝑆 в Σ), i при цьому
𝜎?⃗?  𝜎?⃗? r𝜎⃗𝑋s. (3.9)
Доведення. За умовою теореми строга трансверсальнiсть до поверхнi набору
векторних полiв виконується для обох вказаних трiйок. Гарантується також
взаємна однозначнiсть вiдображення Φ
⃗
𝑋 на Σ  R𝑚, а тому для перевiрки
узгодженостi трiйки pΣ, ⃗𝑋,𝜇q потрiбно переконатися лише в iснуваннi похi-
дної 𝑑𝑋𝜏p𝑛 1q𝑑𝑋𝜏p𝑛 2q . . . 𝑑𝑋𝜏p𝑛 𝑚q𝜇 мiри 𝜇 для будь-якої пiдстановки 𝜏 множини
t𝑛   1, 𝑛   2, . . . , 𝑛   𝑚u. Але вказаний факт випливає з аналогiчної умови
завдяки узгодженостi трiйки p𝑆, ?⃗?, 𝜇q, тому трiйка pΣ, ⃗𝑋,𝜇q є узгодженою i
при цьому для 𝐴 P ℬpΣq за умовою (3.8) отримуємо рiвнiсть
𝜎⃗
𝑋
p𝐴q  p𝑑𝑋𝑛 1𝑑𝑋𝑛 2 . . . 𝑑𝑋𝑛 𝑚𝜇qp p𝐴q, де p𝐴  Φ⃗𝑋p8,0s𝐴 P 𝑈. (3.10)
Перейдемо до перевiрки узгодженостi трiйки p𝑆, ?⃗? , 𝜎⃗
𝑋
q. Оскiльки згi-
дно умови узгодженостi трiйки p𝑆, ?⃗?, 𝜇q, траєкторiї Φ𝑋𝑘𝑡 pq векторних полiв
𝑋1, . . . , 𝑋𝑛 визначенi при всiх 𝑡 P R (i не виходять за межi Σ, оскiльки поля
𝑋1, . . . , 𝑋𝑛 є дотичними до Σ), то ця ж властивiсть зберiгається i для полiв
𝑌1, . . . , 𝑌𝑛. З узгодженостi трiйки p𝑆, ?⃗?, 𝜇q також випливає взаємна однозна-
чнiсть вiдображення Φ?⃗? на 𝑆  R𝑛.
Завдяки комутацiї векторних полiв з набору ?⃗? для 𝑘  1, 2 . . . , 𝑛 i 𝑡 P R
для всiх 𝐴 P ℬpΣq має мiсце рiвнiсть
zΦ𝑌𝑘𝑡 𝐴  Φ𝑋𝑘𝑡 p𝐴. (3.11)
Тому з (3.10) випливає iснування 𝑑𝑌𝜏p1q𝑑𝑌𝜏p2q . . . 𝑑𝑌𝜏p𝑛q𝜎⃗𝑋 , оскiльки для 𝐴 P ℬpΣq
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завдяки умовам (3.10)–(3.11) виконується рiвнiсть:
p𝑑𝑌𝜏p1q . . . 𝑑𝑌𝜏p𝑛q𝜎⃗𝑋qp𝐴q  p𝑑𝑋𝜏p1q . . . 𝑑𝑋𝜏p𝑛q𝑑𝑋𝑛 1 . . . 𝑑𝑋𝑛 𝑚𝜇qp p𝐴q 
 p𝑑𝑋1 . . . 𝑑𝑋𝑛 𝑚𝜇qp p𝐴q, (3.12)
отже, трiйка p𝑆, ?⃗? , 𝜎⃗
𝑋
q узгоджена, i при цьому для кожного 𝐴 P ℬp𝑆q викону-
ється рiвнiсть
𝜎?⃗? r𝜎⃗𝑋sp𝐴q  p𝑑𝑌1 . . . 𝑑𝑌𝑛𝜎⃗𝑋q

Φ𝑌1p8,0sΦ
𝑋2
p8,0s . . .Φ
𝑌𝑛
p8,0s𝐴
	
. (3.13)
Перейдемо до перевiрки рiвностi (3.9). Нехай 𝐴 P ℬp𝑆q. Тодi
𝜎?⃗?p𝐴q  p𝑑𝑋1 . . . 𝑑𝑋𝑛 𝑚𝜇qp
x
𝐴q, де x𝐴  Φ𝑋1p8,0sΦ𝑋2p8,0s . . .Φ𝑋𝑚 𝑛p8,0s𝐴. (3.14)
Множина r𝐴  Φ𝑋1p8,0sΦ𝑋2p8,0s . . .Φ𝑋𝑛p8,0s𝐴 належить ℬpΣq, тому x𝐴  x𝐴 i,
зважаючи на (3.12)–(3.14) отримуємо рiвнiсть
𝜎?⃗?p𝐴q  p𝑑𝑌1 . . . 𝑑𝑌𝑛𝜎⃗𝑋qp r𝐴q  𝜎?⃗? r𝜎⃗𝑋sp𝐴q.
Теорему доведено.
Припускаючи, що 𝑈1  Σ, модифiкуємо тепер приклад 3.1 таким чином,
щоб забезпечити виконання умов теореми 3.1.
Приклад 3.2. Нехай ?⃗?  t𝑌1, . . . , 𝑌𝑛u – строго трансверсальний до 𝑆
(при вкладеннi в Σ) набiр повних векторних полiв на Σ з прикладу 2.2. По-
ля 𝑋1, . . . , 𝑋𝑛 на 𝑈 визначаємо так само, як i в прикладi 3.1. В якостi полiв
𝑋𝑛 1, . . . , 𝑋𝑛 𝑚 вiзьмемо поля 𝑍1, . . . , 𝑍𝑚, побудованi в прикладi 2.2 для вкла-
дення Σ в 𝑀 . Тодi набiр векторних полiв ?⃗? задовольняє умови теореми 3.1.
Доведення. За побудовою поля 𝑋1, . . . , 𝑋𝑛 є дотичними до поверхнi Σ, а пiд-
набiр полiв t𝑋𝑛 1, . . . , 𝑋𝑚 𝑛u строго трансверсальний до Σ. В якостi асоцiйо-
ваної форми вкладення 𝑆 в𝑀 вiзьмемо форму 𝛼^𝛽 з леми 3.1. Тодi для 𝑥 P 𝑆
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маємо рiвнiсть
p𝛼 ^ 𝛽qp𝑋1, . . . , 𝑋𝑚 𝑛qp𝑥q  𝛼p𝑋𝑛 1, . . . , 𝑋𝑚 𝑛qp𝑥q  r𝛽p𝑌1, . . . , 𝑌𝑛qp𝑥q,
а тому набiр t?⃗?u є строго трансверсальним до 𝑆 (при вкладеннi в 𝑀 ).
Повнота пiднабору ⃗𝑋  t𝑋𝑛 1, . . . , 𝑋𝑚 𝑛u та взаємна однозначнiсть вiд-
ображення Φ
⃗
𝑋 : Σ  R𝑚 Ñ Φ⃗𝑋R𝑚Σ показана у прикладi 2.2, тому потрiбно ли-
ше показати повноту набору ?⃗? на 𝑈 та взаємну однозначнiсть вiдображення
Φ?⃗? : 𝑆  R𝑛 𝑚 Ñ Φ?⃗?R𝑛 𝑚𝑆.
Розглянемо ℎ-зв’язанi з 𝑋𝑖 поля 𝑍𝑖 на 𝑁2  𝑉2  𝑉1. Якщо 𝑊1 та 𝑊2 —
компактно вкладенi кулi у 𝑉1 та 𝑉2 вiдповiдно, а 𝑓1 та 𝑓2 — вiдповiднi їм
вiдображення з прикладу 2.2, то потiк набору ?⃗? визначається за формулою
Φ?⃗?
p𝑡1,𝑡2q
p𝑧, 𝑣2, 𝑣1q 
 
𝑧, 𝜙2p𝑣2q, 𝜙1p𝑣1q

, де p𝑧, 𝑣2, 𝑣1q P 𝑁2  𝑉2  𝑉1, p𝑡1, 𝑡2q P
P R𝑛R𝑚, 𝜙𝑖 : 𝑉𝑖 Ñ 𝑉𝑖, 𝑖  1, 2 — такi функцiї, що 𝜙𝑖p?⃗?q  𝑓𝑖
 
𝑓1𝑖 p?⃗?q  ?⃗?𝑖

при
?⃗? P 𝑊𝑖 та 𝜙𝑖p?⃗?q  ?⃗? в протилежному випадку. Звiдси випливає повнота набору
?⃗? та взаємна однозначнiсть потоку на 𝑁2t⃗0ut⃗0u, а тому i аналогiчнi умови
для набору ?⃗? .
3.1.4 Узгодженiсть поверхневих мiр другого типу Наступна констру-
кцiя передбачає невiд’ємнiсть мiри 𝜇 i задання на 𝑀 рiвномiрного атласу.
Якщо 𝛼 — асоцiйована 𝑚-форма вкладеної в 𝑀 поверхнi Σ, а трiйка
pΣ, ?⃗?, 𝜇q узгоджена, то мiра 𝜇𝛼 на Σ задається формулою: 𝜇𝛼  1𝛼p?⃗?q 𝜎?⃗? .
Коректнiсть даного означення забезпечується iнварiантнiстю вiдносно пере-
ходу до iншої узгодженої трiйки pΣ, ?⃗?, 𝜇q (див. теорему 2.3).
Нехай 𝑆 — вкладена в Σ поверхня корозмiрностi 𝑛, i 𝛽 — диференцiаль-
на 𝑛-форма класу 𝐶1𝑏 на r𝑈 , обмеження якої r𝛽 на Σ є асоцiйованою формою
вкладення 𝑆 в Σ. Вiдповiдно до леми 3.1, p𝑚  𝑛q-форма 𝛼^ 𝛽 — асоцiйована
форма вкладення 𝑆 в 𝑀 .
Оскiльки поверхня 𝑆 вкладена у многовид 𝑀 , надiлений рiвномiрною
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структурою, то на нiй також коректно визначена мiра 𝜇𝛼^𝛽. Однак атлас на
Σ, узгоджений з вкладенням Σ в 𝑀 , в загальному випадку рiвномiрним не є.
Проте завдяки вкладенню (3.3) можно використати лему 2.9, за якою перехiд
вiд мiри 𝜈 на поверхнi Σ до iндукованої вкладенням 𝑆 в Σ мiри 𝜈r𝛽 є коректним 
𝜈r𝛽 вводиться формулою 𝜈r𝛽 
1r𝛽p?⃗? q 𝜎?⃗? r𝜈s iнварiантно вiдносно переходу до
iншої узгодженої трiйки p𝑆, r⃗𝑌, 𝜈q.
Лема 3.3. Нехай трiйка p𝑆, ?⃗?, 𝜇q узгоджена; функцiя p𝑓 визначена в обла-
стi, де заданi векторнi поля з набору ?⃗?, i належить до класу 𝐶1𝑏 ; p𝑓 є першим
iнтегралом полiв 𝑍𝑘 набору ?⃗? i p𝑓 𝑆 𝑓 . Тодi трiйка p𝑆, ?⃗?, p𝑓  𝜇q узгоджена i
має мiсце рiвнiсть:
𝜎?⃗?r p𝑓  𝜇s  𝑓  𝜎?⃗?r𝜇s. (3.15)
Якщо ж трiйка p𝑆, ?⃗?, 𝜇q є узгодженою в широкому сенсi, а функцiя p𝑓 ви-
значена i належить до класу 𝐶1𝑏 лише в околах вигляду 𝑔p𝑁 𝜀2  𝑊1q, тодi
трiйка p𝑆, ?⃗?, p𝑓  𝜇q також є узгодженою в широкому сенсi i виконується рiв-
нiсть (3.15).
Доведення. У випадку узгодженої трiйки p𝑆, ?⃗?, 𝜇q для перевiрки узго-
дженостi трiйки p𝑆, ?⃗?, p𝑓  𝜇q потрiбно лише перевiрити iснування мiри
𝑑𝑍𝜏p1q𝑑𝑍𝜏p2q . . . 𝑑𝑍𝜏p𝑚qp p𝑓  𝜇q для будь-якої пiдстановки 𝜏 степеня 𝑚. У випадку,
якщо функцiя ℎ : 𝑀 Ñ R належить до класу 𝐶1𝑏 i мiра 𝜈 є диференцiйовною
вздовж векторного поля 𝑋 , диференцiйовною є також мiра ℎ  𝜈 i при цьому
має мiсце рiвнiсть
𝑑𝑋pℎ  𝜈q  B𝑋ℎ  𝜈   ℎ  𝑑𝑋𝜈.
Оскiльки p𝑓 є першим iнтегралом кожного векторного поля 𝑍𝑘, то для кожного
𝑘 маємо рiвнiсть 𝑑𝑍𝑘p p𝑓𝜈q  p𝑓𝑑𝑍𝑘𝜈 (якщо 𝑑𝑍𝑘𝜈 iснує). Повторне використання
даної рiвностi дозволяє зробити висновок про те, що перехiд вiд мiри 𝜇 до
мiри p𝑓  𝜇 зберiгає узгодженiсть трiйки.
Для отримання формули (3.15) зафiксуємо 𝜀 ¡ 0 i вiзьмемо такий окiл 𝑊
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нуля в R𝑚, що Φ?⃗?𝑊𝑆𝜀  𝑔p𝑁 𝜀2 𝑊1q. Крiм того, помiтимо, що значення мiри
𝜎?⃗?r𝜇s на 𝑆𝜀 повнiстю визначається значенням мiри 𝜇 та векторних полiв в
околi 𝑆𝜀 вигляду 𝑔p𝑁 𝜀2 𝑊1q.
Нехай ℎ — кусково постiйна борелiвська функцiя на 𝑆𝜀, ℎ 
?¸?
𝑘1
𝑐𝑘𝑗𝐴𝑘 , де
𝐴𝑘 P ℬp𝑆𝜀q; 𝑆𝜀 
𝑝ª
𝑘1
𝐴𝑘. Продовжуючи функцiю ℎ до функцiї, постiйної
на траєкторiях векторних полiв набору ?⃗?, отримуємо коректно визначену в
Φ?⃗?𝑊𝑆𝜀 борелiвську функцiю pℎ i вiдповiдну мiру pℎ  𝜇.
Якщо 𝐴 P ℬp𝑆𝜀q; 𝐵 P ℬp𝑊 q, то
ppℎ  𝜇qpΦ?⃗?𝐵𝐴q  ?¸?
𝑘1
𝑐𝑘 𝜇
 
Φ?⃗?𝐵p𝐴X 𝐴𝑘q
  ?¸?
𝑘1
𝑐𝑘 𝑤𝐴X𝐴𝑘p𝐵q;
𝜎?⃗?rpℎ  𝜇sp𝐴q  ?¸?
𝑘1
𝑐𝑘 𝜎?⃗?r𝜇sp𝐴X 𝐴𝑘q 
»
𝐴
ℎ 𝑑𝜎?⃗? .
Нехай тепер ℎ𝑗 и 𝑔𝑗 — двi послiдовностi простих борелiвських функцiй на
𝑆𝜀, для яких при кожному 𝑗 виконуються нерiвностi: 0 ¤ ℎ𝑗 ¤ 𝑓 ¤ 𝑔𝑗; i при
цьому обидвi послiдовностi ℎ𝑗 та 𝑔𝑗 рiвномiрно на 𝑆𝜀 збiгаються до 𝑓 .
Зафiксуємо 𝐴 P ℬp𝑆𝜀q i 𝛿 ¡ 0. Iснує 𝑗 P N, для якого виконується нерiв-
нiсть »
𝐴
p𝑔𝑗  ℎ𝑗q 𝑑𝜎?⃗?   𝛿. (3.16)
i 𝑟0 ¡ таке, що при 𝑟 P p0, 𝑟0q мають мiсце нерiвностi: 1𝜆𝑚p𝐵𝑟q p pℎ𝑗  𝜇qpΦ?⃗?𝐵𝑟𝐴q 
»
𝐴
ℎ𝑗 𝑑𝜎?⃗?
   𝛿; 1𝜆𝑚p𝐵𝑟q pp𝑔𝑗  𝜇qpΦ?⃗?𝐵𝑟𝐴q 
»
𝐴
𝑔𝑗 𝑑𝜎?⃗?
   𝛿.
(3.17)
114
Завдяки невiд’ємностi мiри 𝜇 справджуються нерiвностi:
1
𝜆𝑚p𝐵𝑟q p
pℎ𝑗  𝜇qpΦ?⃗?𝐵𝑟𝐴q ¤ 1𝜆𝑚p𝐵𝑟q p p𝑓  𝜇qpΦ?⃗?𝐵𝑟𝐴q ¤ 1𝜆𝑚p𝐵𝑟q pp𝑔𝑗  𝜇qpΦ?⃗?𝐵𝑟𝐴q,
а тому з (3.16), (3.17), випливає, що при 𝑟 P p0, 𝑟0q виконується нерiвнiсть
»
𝐴
𝑓 𝑑𝜎?⃗? 
1
𝜆𝑚p𝐵𝑟q p
p𝑓  𝜇qpΦ?⃗?𝐵𝑟𝐴q
   2 𝛿,
що з огляду на довiльнiсть 𝛿 ¡ 0, 𝜀 ¡ 0 i 𝐴 P ℬp𝑆𝜀q доводить лему.
Теорема 3.2. Нехай 𝑚-форма 𝛼 замкнена. Тодi 𝜇𝛼^𝛽  p𝜇𝛼qr𝛽.
Доведення. Враховуючи незалежнiсть поверхневої мiри другого типу
вiд вибору векторних полiв, обираємо набiр векторних полiв ?⃗? 
 t𝑋1, 𝑋2 . . . , 𝑋𝑚 𝑛u вiдповiдно до умов теореми 3.1 (див. приклад 3.2).
Оскiльки поля 𝑋1, 𝑋2 . . . , 𝑋𝑛 дотикаються до поверхнi Σ, то
p𝛼 ^ 𝛽qp?⃗?q  𝛼p⃗𝑋q  r𝛽p?⃗? q
(тут 𝑌𝑘 — обмеження поля 𝑋𝑘 на Σ, 𝑘  1, 2 . . . , 𝑛, ⃗𝑋  t𝑋𝑛 1, . . . , 𝑋𝑛 𝑚u).
Тому згiдно теореми 3.1:
𝜇𝛼^𝛽  1p𝛼 ^ 𝛽qp?⃗?q 𝜎?⃗?  1r𝛽p?⃗? q  1𝛼p⃗𝑋q 𝜎?⃗? r𝜎⃗𝑋s. (3.18)
За умовою теореми, диференцiальна форма 𝛼 є замкненою. Тому з по-
парної комутацiї векторних полiв 𝑋1, . . . , 𝑋𝑚 𝑛 i того факту, що 𝑋1, . . . , 𝑋𝑛
дотикаються до Σ, випливає виконання в 𝑈 тотожної рiвностi (див., напри-
клад, [19, с. 88]):
𝑋𝑘𝛼p𝑋𝑛 1, . . . , 𝑋𝑚 𝑛q  0 p𝑘  1, . . . , 𝑛q.
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Використавши лему 3.3, з (3.18) отримуємо:
𝜇𝛼^𝛽  1r𝛽p?⃗? q  𝜎?⃗?

1𝛼p?⃗?q 𝜎⃗𝑋
ff
 p𝜇𝛼qr𝛽.
Теорему доведено.
Зауваження 3.2. Умова замкненостi диференцiальної форми 𝛼 не є обтя-
жливою. Будь-яка 𝑚-форма 𝜔 на 𝑉1  R𝑚 є замкненою. А тому замкненою
є форма 𝑃 2𝜔, де 𝑃2 — проекцiя 𝑁1  𝑉1 на другий множник. Тому “модель-
нi” асоцiйованi форми 𝛼 вигляду p𝑔1qp𝑃 2𝜔q є замкненими 𝑚-формами на 𝑈
(тут 𝜔  ℎ 𝑑𝑡1 ^ . . .^ 𝑑𝑡𝑚; inf𝑉1
ℎp⃗𝑡q ¡ 0).
3.2 Приклад 1: Скiнченновимiрний простiр
Даний пiдроздiл присвячено побудовi поверхневих мiр за схемою, запро-
понованою в роздiлi 2, у скiнченновимiрному евклiдовому просторi та до-
слiдженню адекватностi отриманих результатiв по вiдношенню до класичних
формул площi поверхнi. Показується, що вказана побудова призводить до кла-
сичної поверхневої мiри, що задає площу на поверхнi 𝑆.
Нехай задано скiнченновимiрний евклiдiв простiр R𝑛 та параметрично за-
дана поверхня 𝑆 в ньому. Задача полягає у побудовi поверхневої мiри 𝜈 на 𝑆,
асоцiйованої з мiрою Лебега 𝜆 на R𝑛. Оскiльки R𝑛 являє собою частковий ви-
падок банахового многовиду з рiвномiрною структурою (в якостi рiвномiрного
атласу можна взяти атлас, що мiстить єдину карту з тотожним вiдображенням),
використання запропонованого в роздiлi 2 пiдходу є можливим.
Через 𝜆𝑘 будемо позначати мiру Лебега на R𝑘. Якщо вектор ?⃗? 
 p𝑥1, . . . , 𝑥𝑚q належить до R𝑚, то через ?⃗?𝑘 позначатимемо скорочений вектор
з перших 𝑘 координат вектору ?⃗?, тобто ?⃗?𝑘  p𝑥1, . . . , 𝑥𝑘q P R𝑘. Через 𝜋𝑘 по-
значимо вiдповiдний оператор проектування на першi 𝑘 координат, r𝜋𝑘 — на
останнi 𝑘 координат.
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Мiра на поверхнi, яка є графiком функцiї. Розглянемо спершу випадок
поверхнi корозмiрностi 1, що є графiком функцiї. Нехай 𝑀  R𝑚, 𝜇  𝜆𝑚 —
мiра Лебега на R𝑚, 𝑓 : 𝐷 Ñ R — функцiя класу 𝐶2𝑏 , що визначена на деякiй
обмеженiй вiдкритiй пiдмножинi 𝐷 в 𝑅𝑚1 (тобто 𝑓 є двiчi неперервно ди-
ференцiйовною, а функцiї 𝑓 1 i 𝑓2 обмеженi на 𝐷). Нехай поверхня 𝑆 задана
наступним чином:
𝑆 
$&%?⃗?  p𝑥1, . . . , 𝑥𝑚q P R𝑚  ?⃗?𝑚1 P 𝐷,𝑥𝑚  𝑓p?⃗?𝑚1q
,.- .
Тодi за класичним пiдходом площа поверхнi 𝑆 обчислюється за формулою
𝜎p𝑆q 
¼
𝐷
a
1  }grad𝑓p?⃗?q}2 𝑑?⃗?. (3.19)
Побудуємо тепер поверхневу мiру на 𝑆, використовуючи схему, описану в
попередньому роздiлi.
Зафiксуємо деяке 𝛿 ¡ 0 i, позначивши через ∆ iнтервал p𝛿, 𝛿q, розглянемо
обмежений iзоморфiзм 𝑔 : 𝐷 ∆Ñ R𝑚, заданий формулою
𝑔p𝑧1, . . . , 𝑧𝑚1, 𝑡q  p𝑧1, . . . , 𝑧𝑚1, 𝑡  𝑓p?⃗?𝑚1qq.
Легко побачити, що при вказанiй функцiї 𝑔 i 𝑈  𝑔p𝐷 ∆q поверхня 𝑆 задо-
вольняє умови означення 2.1, тобто є вкладеною в R𝑚 поверхнею корозмiрно-
стi 1. При цьому 𝑔1p𝑧1, . . . , 𝑧𝑚1, 𝑡q  p𝑧1, . . . , 𝑧𝑚1, 𝑡 𝑓p?⃗?𝑚1qq.
Оскiльки 𝑑𝑡𝑚 — диференцiальна 1-форма на 𝐷 ∆, асоцiйована з поверх-
нею 𝐷  t⃗0u (див. означення 2.2), в якостi асоцiйованої форми поверхнi 𝑆
можна взяти форму 𝜈  p𝑔1q𝑑𝑡𝑚 на 𝑈 . При цьому
𝜈p𝑥1, . . . , 𝑥𝑚qp?⃗?q  𝑑𝑡𝑚
 p𝑔1q1p?⃗?q?⃗?  xgrad𝑓p?⃗?𝑚1q, ?⃗?𝑚1y   𝑢𝑚.
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Асоцiйованою формою для 𝑆 є також нормована диференцiальна форма
𝜔p?⃗?q  𝜈p?⃗?q}𝜈p?⃗?q} 
𝜈p?⃗?qa
1  }grad𝑓p?⃗?𝑚1q}2
.
Постiйне векторне поле 𝑋p?⃗?q  p 0 . . . 0 1 q𝑇 P R𝑚, задане на R𝑚,
є обмеженим строго трансверсальним (див. означення 2.3) до 𝑆, оскiльки
𝜈p?⃗?qp𝑋p?⃗?qq  𝜈p?⃗?q
 0⃗𝑚1
1
 1 при всiх ?⃗? P 𝑈 (див. означення 2.3). При
цьому Φ𝑋𝑡 p?⃗?q  p?⃗?𝑚1, 𝑥𝑚  𝑡q при всiх ?⃗? P R𝑚, 𝑡 P R. Тодi при 𝑟 P R, 𝐴 P ℬp𝑆q
маємо:
Φ𝑋𝐵𝑟p𝐴q 
$&%?⃗? P R𝑚  ?⃗?𝑚1 P 𝜋𝑚1p𝐴q,|𝑥𝑚  𝑓p?⃗?𝑚1q|   𝑟
,.-
Звiдси отримуємо рiвнiсть
𝜆𝑚pΦ𝑋𝐵𝑟p𝐴qq 
¼
p𝐴
𝑑?⃗?
𝑓p?⃗?q 𝑟»
𝑓p?⃗?q𝑟
𝑑𝑡  2𝑟𝜆𝑚1p p𝐴q,
де p𝐴  p𝜋𝑚1  𝑔1qp𝐴q  𝜋𝑚1p𝐴q.
Тодi для кожної множини 𝐴 P ℬp𝑆q iснує границя (2.18), тобто трiйка
p𝑆,𝑋, 𝜆𝑚q є узгодженою в широкому сенсi (див. означення 2.6) i поверхнева
мiра першого типу на 𝑆, породжена векторним полем 𝑋 , визначається форму-
лою:
𝜎𝑋p𝐴q  lim
𝑟Ñ0
𝜆𝑚
 
Φ𝑋𝐵𝑟p𝐴q

𝜆1p𝐵𝑟q  𝜆𝑚1
 
𝜋𝑚1p𝐴q

, (3.20)
тобто мiра 𝜎𝑋 є образом мiри 𝜆𝑚1 при вiдображеннi 𝐹  𝑔  𝑖 : 𝐷 Ñ 𝑆, де
𝑖p𝑥1, . . . , 𝑥𝑚1q  p𝑥1, . . . , 𝑥𝑚1, 0q.
Поверхнева мiра другого типу на 𝑆, iндукована мiрою 𝜆𝑚 та асоцiйованою
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формою 𝜔 визначається як 𝜎𝜔  1𝜔p𝑋q 
𝑆
 𝜎𝑋 , тобто
𝜎𝜔p𝐴q 
»
𝐴
1𝜔p𝑋q 𝑑𝜎𝑋 .
Врахувавши, що 𝜎𝑋  𝜆𝑚1  p𝑔  𝑖q1, отримуємо:
𝜎𝜔p𝐴q 
»
𝜋𝑚1p𝐴q
1𝜔p𝑋q 𝑔 𝑖p𝑧q 𝜆𝑚1p𝑑𝑧q 
¼
𝜋𝑚1p𝐴q
b
1  grad𝑓p?⃗?q2 𝑑?⃗?.
Взявши тепер в якостi 𝐴 всю поверхню 𝑆, отримуємо 𝜋𝑚1p𝑆q  𝐷, а
отже, 𝜎𝜔p𝐴q спiвпадає з класичною площею поверхнi, що визначається фор-
мулою (3.19).
Зауваження 3.3. Як доведено у теоремi 2.3 (та зауваженнi 2.8), побудова-
на мiра 𝜎𝜔 не залежить вiд вибору строго трансверсального векторного поля
𝑋 на R𝑚. Однак вона залежить вiд вибору форми 𝜔, асоцiйованої з поверхнею
𝑆, при цьому поверхневi мiри другого типу, побудованi при рiзних асоцiйованих
формах, виявляються еквiвалентними. Якщо, наприклад, взяти диференцiаль-
ну форму 𝜈  p𝑔1q𝑑𝑡𝑚, тодi отримана мiра 𝜎𝜈 спiвпаде з мiрою 𝜎𝑋 , що
задається формулою (3.20).
Мiра на поверхнi, що задана параметрично. Розглянемо тепер випадок
поверхнi корозмiрностi 𝑘 в R𝑚, що задана параметрично (𝑘   𝑚). Як i ранiше,
𝑀  R𝑚, 𝜇  𝜆𝑚 — мiра Лебега на R𝑚. Нехай поверхня 𝑆 задана вiдповiдно до
означення 2.1, тобто 𝑆  𝑔p𝐷t⃗0uq, де 𝑔 : 𝐷𝑉 Ñ 𝑈  R𝑚 — 𝐶2𝑏 -iзоморфiзм,
𝐷 — обмежена вiдкрита пiдмножина в R𝑚𝑘, 𝑉 — вiдкритий окiл нуля в R𝑘.
Через 𝑔𝐷 позначатимемо функцiю 𝑧  p𝑧1, . . . , 𝑧𝑚𝑘q ÞÑ 𝑔p𝑧1, . . . , 𝑧𝑚𝑘, 0⃗q P 𝑆,
визначену на 𝐷, через ℎ — функцiю 𝑔1.
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Тодi площа поверхнi 𝑆 обчислюється за формулою [27, с. 190]
𝜎p𝑆q 
¼
𝐷
c
det

𝑔𝐷1p?⃗?q𝑇𝑔𝐷1p?⃗?q

𝑑?⃗?. (3.21)
Перш нiж будувати поверхневу мiру на 𝑆, асоцiйовану з мiрою 𝜆𝑚 на R𝑚,
доведемо двi допомiжнi леми, якi стосуються властивостей дiйсних матриць.
Лема 3.4. Нехай невироджена матриця 𝐴 розмiру 𝑛𝑛 має блочний вигляд
𝐴  p 𝐵 𝐻 q, а її обернена: 𝐴1 
 𝐶𝑇
𝐹 𝑇
, де 𝐵 i 𝐶 — матрицi 𝑛 𝑘, а 𝐻 i
𝐹 — 𝑛 p𝑛 𝑘q. Тодi
| det𝐴| 
?
det𝐹 𝑇𝐹 
?
det𝐵𝑇𝐵.
Доведення. Позначивши через 𝐸𝑛 одиничну матрицю розмiру 𝑛  𝑛 та вико-
риставши властивостi матрицi та її оберненої, отримуємо рiвнiсть
𝐸𝑛 
 𝐸𝑘 0
0 𝐸𝑛𝑘
 𝐴𝑇𝐴𝐴1p𝐴1q𝑇 
 𝐵𝑇𝐵 𝐵𝑇𝐻
𝐻𝑇𝐵 𝐻𝑇𝐻
 𝐶𝑇𝐶 𝐶𝑇𝐹
𝐹 𝑇𝐶 𝐹 𝑇𝐹


 𝐵𝑇𝐵𝐶𝑇𝐶  𝐵𝑇𝐻𝐹 𝑇𝐶 𝐵𝑇𝐵𝐶𝑇𝐹  𝐵𝑇𝐻𝐹 𝑇𝐹
𝐻𝑇𝐵𝐶𝑇𝐶  𝐻𝑇𝐻𝐹 𝑇𝐶 𝐻𝑇𝐵𝐶𝑇𝐹  𝐻𝑇𝐻𝐹 𝑇𝐹
,
звiдки 𝐵𝑇𝐵𝐶𝑇𝐶  𝐸𝑘 𝐵𝑇𝐻𝐹 𝑇𝐶, 𝐵𝑇𝐵𝐶𝑇𝐹  𝐵𝑇𝐻𝐹 𝑇𝐹 . Тодi:
detp𝐵𝑇𝐵q
pdet𝐴q2  det
 𝐵𝑇𝐵 0
0 𝐸𝑛𝑘
 det  𝐴1p𝐴1q𝑇 
 det
 𝐵𝑇𝐵 0
0 𝐸𝑛𝑘

 𝐶𝑇𝐶 𝐶𝑇𝐹
𝐹 𝑇𝐶 𝐹 𝑇𝐹

 det
 𝐵𝑇𝐵𝐶𝑇𝐶 𝐵𝑇𝐵𝐶𝑇𝐹
𝐹 𝑇𝐶 𝐹 𝑇𝐹

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 det
 𝐸𝑘 𝐵𝑇𝐻𝐹 𝑇𝐶 𝐵𝑇𝐻𝐹 𝑇𝐹
𝐹 𝑇𝐶 𝐹 𝑇𝐹
 det
 𝐸𝑘 0
𝐹 𝑇𝐶 𝐹 𝑇𝐹

 det𝐹 𝑇𝐹
Передостання рiвнiсть отримана додаванням до верхнiх 𝑘 рядкiв матрицi
останнiх 𝑛  𝑘 рядкiв, домножених злiва на 𝐵𝑇𝐻 . Таким чином, пiсля пе-
ренесення pdet𝐴q2 в праву частину i взяття кореня вiд обох частин виразу,
отримуємо шукану тотожнiсть.
Лема 3.5. Нехай 𝐵 є прямокутною матрицею розмiру 𝑛  𝑘, 𝑘 ¤ 𝑛. Ви-
значимо оператор 𝑃𝐵, що дiє на просторi матриць розмiру 𝑛 𝑘 наступним
чином: 𝑃𝐵p𝑉 q  detp𝐵𝑇𝑉 q. Тодi
|||𝑃𝐵||| sup
𝑉
𝑃𝐵p𝑉 q
𝑘±
𝑖1
}?⃗?𝑖}

b
detp𝐵𝑇𝐵q,
де ?⃗?𝑖 є вектор-стовпцями матрицi V.
Доведення. Представимо 𝐵 у виглядi 𝐵  𝑈𝐷𝑊 𝑇 , де 𝑈 та 𝑉 — ортогональнi
матрицi (розмiрiв 𝑛  𝑛 та 𝑘  𝑘 вiдповiдно), а 𝐷 — невiд’ємна "дiагональ-
на"розмiру 𝑛  𝑘 (див. [28, c. 21]). Додатково представимо матрицю 𝐷 як
добуток прямокутної (𝑛  𝑘) одиничної матрицi 𝐸 
 𝐸𝑘
0
 та квадратної
дiагональної матрицi 𝐹 (𝑘  𝑘). Тодi
detp𝐵𝑇𝐵q  detp𝑊𝐹 𝑇𝐸𝑇𝑈𝑇𝑈𝐸𝐹𝑊 𝑇 q  detp𝐹 𝑇𝐸𝑇𝐸𝐹 q 
 detp𝐹 𝑇𝐹 q   detp𝐹 q2.
Для довiльної матрицi 𝑉 позначимо 𝑉 1  𝑈𝑇𝑉 , тодi норми вектор-стовпцiв
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матрицi 𝑉 1 дорiвнюють вiдповiдним нормам вектор-стовпцiв 𝑉 , а отже
𝑃𝐵p𝑉 q
𝑘±
𝑖1
}?⃗?𝑖}
 detp𝑊𝐷
𝑇𝑈𝑇𝑉 q
𝑘±
𝑖1
}?⃗?𝑖}
 detp𝑊 q detp𝐹 q detp𝐸
𝑇𝑉 1q
𝑘±
𝑖1
}?⃗?1𝑖}
 detp𝐹 q detp𝐸
𝑇𝑉 1q
𝑘±
𝑖1
}?⃗?1𝑖}
.
За нерiвнiстю Адамара detp𝐸𝑇𝑉 1q ¤
𝑘±
𝑖1
}?⃗?𝑖}, де ?⃗?𝑖 — вектор-рядки ма-
трицi 𝐸𝑇𝑉 1. При цьому для кожного 𝑖 P t1, . . . , 𝑘u виконується нерiвнiсть
}?⃗?𝑖} ¤ }?⃗?1𝑖}, звiдки випливає, що |||𝑃𝐵||| ¤ detp𝐹 q 
a
detp𝐵𝑇𝐵q. З iншо-
го боку, для 𝑉  𝑈𝐸 маємо рiвнiсть 𝑃𝐵p𝑉 q 
a
detp𝐵𝑇𝐵q, що i завершує
доведення леми.
Побудуємо тепер на 𝑆 поверхневу мiру, асоцiйовану з мiрою 𝜆𝑚 на R𝑚, за
схемою з роздiлу 2.
Оскiльки p?˜?𝑘qp𝑑𝑡1^. . .^𝑑𝑡𝑘q — диференцiальна 𝑘-форма на𝐷𝑉 , асоцiйо-
вана з поверхнею𝐷t⃗0u, диференцiальна форма 𝜈  p𝑔1qp?˜?𝑘qp𝑑𝑡1^. . .^𝑑𝑡𝑘q
на 𝑈 є асоцiйованою для поверхнi 𝑆. При цьому
𝜈p?⃗?qp?⃗?1, . . . , ?⃗?𝑘q  p𝑑𝑡1 ^ . . .^ 𝑑𝑡𝑘q
 
𝐹 p?⃗?q𝑇 ?⃗?1, . . . , 𝐹 p?⃗?q𝑇 ?⃗?𝑘

,
де 𝐹 p?⃗?q𝑇  ?˜?𝑘
 p𝑔1q1p?⃗?q  ?˜?𝑘 ℎ1p?⃗?q — матриця 𝑘 𝑚. Тодi за лемою 3.5:
}𝜈p?⃗?q}  |||𝑃𝐹 p?⃗?q||| 
b
det
 
𝐹 p?⃗?q𝑇𝐹 p?⃗?q.
Оскiльки нормування диференцiальної форми зберiгає її асоцiйованiсть з
поверхнею, в якостi асоцiйованої форми поверхнi 𝑆 можемо також взяти фор-
му
𝜔p?⃗?q  𝜈p?⃗?q}𝜈p?⃗?q} 
𝜈p?⃗?qb
det
 
𝐹 p?⃗?q𝑇𝐹 p?⃗?q .
Розглянемо набiр постiйних векторних полiв ?⃗?  t𝑌1, . . . , 𝑌𝑘u на R𝑚, де
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𝑌𝑖 

0⃗𝑚𝑘 𝑖1
1
0⃗𝑘𝑖
— одиниця на p𝑚𝑘 𝑖q-iй позицiї. Очевидно, що поля з на-
бору ?⃗? попарно комутують та утворюють строго трансверсальний до 𝐷  t⃗0u
набiр векторних полiв (оскiльки
 p?˜?𝑘qp𝑑𝑡1 ^ . . . ^ 𝑑𝑡𝑘q ?⃗? p?⃗?q  det𝐸𝑘  1).
Тому набiр ?⃗?  t𝑋1, . . . , 𝑋𝑘u векторних полiв на 𝑈 , 𝑔-пов’язаних з ?⃗? , є стро-
го трансверсальним до 𝑆 набором векторних полiв, що попарно комутують.
При цьому
𝑋𝑖p?⃗?q  𝑔1p𝑔1p?⃗?qq

0⃗𝑚𝑘 𝑖1
1
0⃗𝑘𝑖
 B𝑔B𝑥𝑚𝑘 𝑖 p𝑔1p?⃗?qq,
𝜔p?⃗?qp?⃗?q  detp𝐹 p?⃗?q
𝑇 ?⃗?p?⃗?qqb
detp𝐹 p?⃗?q𝑇𝐹 p?⃗?qq
 1b
det
 
𝐹 p?⃗?q𝑇𝐹 p?⃗?q . (3.22)
Оскiльки Φ𝑋𝑖𝑡  𝑔  Φ𝑌𝑖𝑡  𝑔1, маємо рiвнiсть
Φ?⃗?
?⃗?
p?⃗?q 

𝑔  Φ?⃗?
?⃗?
 𝑔1
	
p?⃗?q  𝑔

𝑔1p?⃗?q  
?¸?
𝑖𝑚𝑘 1
𝑡𝑖?⃗?𝑖

при всiх ?⃗? P 𝑈 i ?⃗? P R𝑚, при яких права частина має змiст. Тодi при 𝐴 P ℬp𝑆q
i 𝑟 P R, для якого 𝐵𝑟  𝑉 , отримуємо рiвнiсть
Φ?⃗?𝐵𝑟p𝐴q  𝑔
 
𝑔𝐷
1p𝐴q 𝐵𝑟

.
Зробивши замiну змiнної ?⃗?  𝑔1p?⃗?q, обчислимо тепер мiру Лебега 𝜆𝑚 вiд
множини Φ?⃗?𝐵𝑟p𝐴q:
123
𝜆𝑚
 
Φ?⃗?𝐵𝑟p𝐴q
  ¼
𝑔p𝑔1𝐷 p𝐴q𝐵𝑟q
𝑑?⃗? 
¼
𝑔1𝐷 p𝐴q𝐵𝑟
det 𝑔1p?⃗?q 𝑑?⃗? 

»
𝐵𝑟
 »
𝑔1𝐷 p𝐴q
det 𝑔1p?⃗?, ?⃗?q 𝑑?⃗?
𝑑?⃗?.
Функцiя 𝑔 належить до класу 𝐶2𝑏 p𝐷𝑉 q, тому det 𝑔1p?⃗?, ?⃗?q неперервний по ?⃗?
рiвномiрно вiдносно ?⃗?. Тодi границя (2.18) iснує для кожного 𝐴 P ℬp𝑆q, тобто
трiйка p𝑆, ?⃗?, 𝜆𝑚q є узгодженою в широкому сенсi i вiдповiдна поверхнева мiра
першого типу на 𝑆 визначається формулою:
𝜎?⃗?p𝐴q  lim𝑟Ñ0
𝜆𝑚
 
Φ?⃗?𝐵𝑟p𝐴q

𝜆𝑘p𝐵𝑟q 
»
𝑔1𝐷 p𝐴q
det 𝑔1p?⃗?, 0⃗q 𝑑?⃗?,
тобто мiра 𝜎?⃗? є образом мiри
det 𝑔1p, 0⃗q 𝜆𝑚𝑘 при вiдображеннi 𝑔𝐷 : 𝐷 Ñ 𝑆.
Врахувавши рiвнiсть (3.5), переходимо до поверхневої мiри другого типу,
iндукованої асоцiйованою формою 𝜔:
𝜎𝜔p𝐴q 
»
𝐴
1
|𝜔p𝑋q| 𝑑𝜎?⃗? 
»
𝐴
b
det
 
𝐹 p?⃗?q𝑇𝐹 p?⃗?q 𝑑𝜎?⃗? ,
де 𝐹 p?⃗?q𝑇  ?˜?𝑘
 
ℎ1p?⃗?q.
Зафiксуємо тепер довiльне 𝑥 P 𝐷 i представимо матрицi 𝑔1p?⃗?, 0⃗q та
ℎ1
 
𝑔p?⃗?, 0⃗q у блочному виглядi:
𝑔1p?⃗?, 0⃗q 

𝐵?⃗? 𝐻?⃗?
	
, ℎ1
 
𝑔p?⃗?, 0⃗q 
 𝐶?⃗?𝑇
𝐹?⃗?
𝑇

де 𝐵 i 𝐶 — матрицi 𝑚  p𝑚  𝑘q, 𝐻 i 𝐹 — 𝑚  𝑘. Тодi 𝐹 𝑔p?⃗?, 0⃗q 
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 ?˜?𝑘

ℎ1
 
𝑔p?⃗?, 0⃗q	𝑇  𝐹?⃗?, 𝐵?⃗?  p𝑔𝐷q1p?⃗?q i крiм того, за лемою 3.4:
det 𝑔1p?⃗?, 0⃗q bdet𝐹?⃗?𝑇𝐹?⃗? bdet𝐵?⃗?𝑇𝐵?⃗?
Врахувавши, що 𝜎?⃗? 
det 𝑔1p, 0⃗q  𝜆𝑚𝑘	  𝑔𝐷1, отримуємо:
𝜎𝜔p𝐴q 
¼
𝑔1𝐷 p𝐴q
b
detp𝐹?⃗?𝑇𝐹?⃗?q 
det 𝑔1p?⃗?, 0⃗q 𝑑?⃗?  ¼
𝑔1𝐷 p𝐴q
b
detp𝐵?⃗?𝑇𝐵?⃗?q 𝑑?⃗? 

¼
𝑔1𝐷 p𝐴q
b
detr𝑔𝐷1p?⃗?q𝑇𝑔𝐷1p?⃗?qs 𝑑?⃗?.
Взявши тепер в якостi 𝐴 всю поверхню 𝑆, отримуємо 𝑔1𝐷 p𝐴qp𝑆q  𝐷, а
отже, 𝜎𝜔p𝑆q спiвпадає з класичною площею поверхнi, визначеною у форму-
лi (3.21).
3.3 Приклад 2: Рiманiв многовид
У даному пiдроздiлi адекватнiсть конструкцiї поверхневих мiр, запропоно-
ваної в роздiлi 2, пiдтверджується на прикладi рiманового многовиду. Якщо
задано рiманiв многовид 𝑀 з рiвномiрною структурою i вкладена в його ком-
пактну пiдмножину 𝑈 замкнена поверхня 𝑆, тодi 𝑆 також являє собою рiманiв
многовид (вiдповiдний рiманiв тензор iндукується вкладенням). Таким чином,
на 𝑆 можна коректно визначити рiманову мiру об’єму r𝑉 . З iншого боку, за
допомогою метричного тензору 𝑇 на 𝑀 можна задати мiру об’єму 𝑉 на мно-
говидi 𝑀 , i використовуючи пiдхiд, описаний в роздiлi 2, побудувати на 𝑆
поверхневу мiру p𝑉 , асоцiйовану з 𝑉 . Як показується далi, вказанi два пiдходи
є еквiвалентними.
Нехай𝑀 є дiйсним скiнченновимiрним многовидом класу 𝐶2 з модельним
простором R𝑚. Вважаємо, що 𝑀 зв’язний та надiлений рiвномiрною структу-
рою, Ω  tp𝑈𝛼, 𝜙𝛼qu — рiвномiрний атлас. Вважаємо також, що многовид 𝑀 є
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рiмановим, тобто на 𝑀 задано тензорне поле 𝑇 типу (2,0) класу 𝐶2 таке, що
для кожної точки 𝑝 P 𝑀 бiлiнiйний функцiонал 𝑇 p𝑝q на 𝑇𝑝𝑀 є симетричним
i додатно визначеним. Таким чином на 𝑇𝑝𝑀 визначено скалярний добуток
x𝑢, 𝑣y𝑇  𝑇 p𝑝qp𝑢, 𝑣q i вiдповiдну норму:
}𝑢}𝑇  𝑇 p𝑝qp𝑢, 𝑢q.
Нехай 𝐾  𝑈 — компактна пiдмножина в 𝑀 . Тодi на 𝐾 визначено мiру
об’єму 𝑉 :
𝑉 p𝐺q 
¸
𝑖
»
𝜙𝛼𝑖p𝐺𝑖q
b
det
 
𝑇𝜙𝛼𝑖p?⃗?q

𝑑𝑥1 . . . 𝑑𝑥𝑚, (3.23)
де 𝐺  
𝑖
𝐺𝑖 — таке розбиття множини 𝐺 P ℬp𝐾q на скiнченну кiлькiсть
пiдмножин 𝐺𝑖, що попарно не перетинаються, при якому кожна 𝐺𝑖  𝑈𝛼𝑖 для
деякого 𝛼𝑖. Легко побачити, що значення 𝑉 p𝐺q скiнченне (𝑉 p𝐺q рiвномiрно
обмежена) i не залежить вiд способу розбиття, а тому формула (3.23) коректно
задає скiнченну мiру.
Нехай вкладена в 𝑀 замкнена поверхня 𝑆 задана вiдповiдно до означен-
ня 2.1, тобто 𝑆  𝑔 𝑁  t⃗0u, де 𝑔 : 𝑁 𝐷 Ñ 𝑈  𝑀 — 𝐶2𝑏 -iзоморфiзм, 𝑁 —
многовид з обмеженою структурою, моделлю якого є R𝑚𝑘, 𝐷 — вiдкритий
окiл нуля в R𝑘.
Позначатимемо через 𝜋 : 𝑁𝐷 Ñ 𝑁 проекцiю на першу координату, через
𝑃 : 𝑁𝐷 Ñ 𝐷 — на другу. Тодi для кожної точки вкладеної поверхнi 𝑆 можна
розглянути карту
p r𝜓,𝑊 q  𝜓  𝜋  𝑔1, 𝑔 𝑊  t⃗0u	 ,
де p𝜓,𝑊 q — карта на 𝑁 в точцi p𝜋  𝑔1qp𝑥q, i таким чином 𝑆 також надiлена
обмеженою структурою. При цьому вiдповiдна карта
p p𝜓,x𝑊 q   p𝜓  𝑖𝑑q  𝑔1, 𝑔p𝑊 𝐷q (3.24)
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на 𝑀 узгоджується з заданою обмеженою структурою.
Зауваження 3.4. Для атласу tp𝜓𝛼,𝑊𝛼qu на 𝑁 можна побудувати пiдатлас
tp𝜓𝛼, 𝐺𝛼qu таким чином, щоб кожна множина 𝐺𝛼 лежала в 𝑊𝛼 разом з де-
яким околом i при цьому 𝜓𝛼p𝐺𝛼q  𝐵𝜀𝛼. Тому можемо вважати, що кожна
функцiя 𝜓 визначена в деякому околi множини 𝑊 , а образами 𝑊 є кулi в R𝑘.
Поверхнева мiра, асоцiйована з мiрою об’єму на многовидi. Побуду-
ємо на 𝑆 поверхневу мiру, використовуючи описаний в попередньому роздiлi
пiдхiд. Оскiльки 𝑃 p𝑑𝑡1^ . . .^ 𝑑𝑡𝑘q — диференцiальна 𝑘-форма на 𝑁 𝐷, асо-
цiйована з поверхнею 𝑁 t⃗0u, в якостi асоцiйованої форми поверхнi 𝑆 можна
взяти форму 𝜈  p𝑔1q𝑃 p𝑑𝑡1 ^ . . . ^ 𝑑𝑡𝑘q на 𝑈 . При цьому для 𝑥 P 𝑈𝛼 X 𝑈 i
𝑢1, . . . , 𝑢𝑘 P 𝑇𝑥𝑀 маємо:
𝜈p𝑥qp𝑢1, . . . , 𝑢𝑘q  p𝑑𝑡1 ^ . . .^ 𝑑𝑡𝑘q
 
𝑇𝑥p𝑃  𝑔1q𝑢1, . . . , 𝑇𝑥p𝑃  𝑔1q𝑢𝑘
 
 det p𝑃  𝑔1  𝜙𝛼1q1p𝑢1q𝛼, . . . , p𝑃  𝑔1  𝜙𝛼1q1p𝑢𝑘q𝛼,
де p𝑢𝑖q𝛼 P R𝑚 – представлення дотичного вектора 𝑢𝑖 в картi 𝜙𝛼.
Для карти p p𝜓,x𝑊 q (див. (3.24)) отримуємо:
𝜈p𝑥qp𝑢1, . . . , 𝑢𝑘q  detp𝑃2p𝑢1q𝜓, . . . , 𝑃2p𝑢𝑘q𝜓q, (3.25)
де 𝑃2 : R𝑚 Ñ R𝑘 — проекцiя на останнi 𝑘 координат.
Зафiксуємо деяку точку 𝑥  𝑔p𝑦, 0⃗q P 𝑆. Представлення тензора 𝑇 p𝑥q у
картi p𝜓 має вигляд симетричної додатно визначеної блочної матрицi:
𝑇 p𝜓
  p𝜓p𝑥q  𝑇 p𝜓 𝜓p𝑦q, 0⃗  𝑇𝑥 
 𝐴𝑥 𝐹𝑥
𝐹 𝑇𝑥 𝐶𝑥
, (3.26)
де 𝐴𝑥 та 𝐶𝑥 — симетричнi матрицi 𝑛  𝑘  𝑛  𝑘 та 𝑘  𝑘 вiдповiдно, 𝐹𝑥 —
матриця 𝑛 𝑘  𝑘.
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Лема 3.6. Для 𝑥 P𝑀 введемо позначення
}𝜈p𝑥q}𝑇  sup
𝑢1,...,𝑢𝑘P𝑇𝑥𝑀
|𝜈p𝑥qp𝑢1, . . . , 𝑢𝑘q|
𝑘±
𝑖1
}𝑢𝑖}𝑇
.
Тодi в умовах представлення (3.26): }𝜈p𝑥q}𝑇 
?
det𝐴𝑥?
det𝑇𝑥
.
Доведення. Оскiльки матриця 𝑇𝑥 є симетричною додатно визначеною, для неї
можна застосувати розклад Холецького: 𝑇𝑥  𝐿𝑥𝐿𝑇𝑥 , де 𝐿𝑥 
 𝐾𝑥 0
... ...
—
нижня трикутна матриця з 𝐾𝑥𝐾𝑇𝑥  𝐴𝑥. I нехай 𝐿𝑥1 має блочний вигляд:
𝐿𝑥
1 
 ... 𝐵𝑥
... 𝐻𝑥
, де 𝐾𝑥𝐵𝑥  0. При цьому за лемою 3.4 маємо рiвнiсть:
| det𝐿| 
gfffedet
 𝐵𝑥𝑇 𝐻𝑥𝑇 	
 𝐵𝑥
𝐻𝑥
 
gfffedet
 𝐾𝑥
0
 𝐾𝑥𝑇 0 	


b
det p𝐾𝑥𝐾𝑇𝑥 q 
a
det𝐴𝑥.
Тодi:
}𝜈p𝑥q}𝑇  sup
𝑢1,...,𝑢𝑘P𝑇𝑥𝑀
|𝜈p𝑥qp𝑢1, . . . , 𝑢𝑘q|
𝑘±
𝑖1
}𝑢𝑖}𝑇


карта p𝜓
рiвн. (3.25)
fifl  sup
𝑢1,...,𝑢𝑘P𝑇𝑥𝑀
det 𝑃2p𝑢1q p𝜓, . . . , 𝑃2p𝑢𝑘q p𝜓
𝑘±
𝑖1
cA
𝐿𝑇𝑥 p𝑢𝑖q p𝜓, 𝐿𝑇𝑥 p𝑢𝑖q p𝜓
E 

𝑣𝑖  𝐿𝑥𝑇 p𝑢𝑖q p𝜓
𝑉  r𝑣1 . . . 𝑣𝑘s
fifl  sup
𝑣1,...,𝑣𝑘PR𝑚
detp 𝐵𝑥𝑇 𝐻𝑥𝑇 q𝑉 	
𝑘±
𝑖1
}𝑣𝑖}
.
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За лемою 3.5 маємо:
}𝜈p𝑥q}𝑇  sup
𝑣1,...,𝑣𝑘PR𝑚
detp 𝐵𝑥𝑇 𝐻𝑥𝑇 	𝑉 q
𝑘±
𝑖1
}𝑣𝑖}


gfffedet
 𝐵𝑥𝑇 𝐻𝑥𝑇 	
 𝐵𝑥
𝐻𝑥
 ?det𝐴𝑥|det𝐿| 
?
det𝐴𝑥?
det𝑇𝑥
.
Лему доведено.
Оскiльки нормування диференцiальної форми зберiгає її асоцiйованiсть з
поверхнею, в якостi асоцiйованої форми поверхнi 𝑆 можемо також взяти фор-
му:
𝜔p?⃗?q  𝜈p?⃗?q}𝜈p?⃗?q}𝑇 
?
det𝑇𝑥?
det𝐴𝑥
 𝜈p?⃗?q
Розглянемо набiр векторних полiв ?⃗?  t?⃗?1, . . . , ?⃗?𝑘u на 𝑁 𝐷:
𝑌𝑖p𝑧q 

0⃗
𝑇
𝑇𝑧𝑁
0⃗
𝑇
𝑖1 1 0⃗
𝑇
𝑘𝑖
	𝑇
P 𝑇𝑧𝑁  R𝑘
— одиниця на 𝑖-iй позицiї в R𝑘. Очевидно, що поля з набору ?⃗? попарно комуту-
ють та утворюють строго трансверсальний до 𝑆 набiр векторних полiв (оскiль-
ки
 
𝑃 p𝑑𝑡1 ^ . . . ^ 𝑑𝑡𝑘q
 
?⃗?p𝑧q  det𝐸𝑘  1). Тому набiр ?⃗?  t𝑋1, . . . , 𝑋𝑘u
векторних полiв на 𝑈 , 𝑔-зв’язаних з ?⃗? , є строго трансверсальним до 𝑆 набо-
ром векторних полiв, що попарно комутують. При цьому представлення 𝑋𝑖 у
картi p p𝜓,x𝑊 q (див. (3.24)) має вигляд:
p𝑋𝑖q p𝜓
  p𝜓p𝑥q  p𝜓  𝑔  p𝜓  𝑖𝑑q1	1 p𝑌𝑖q𝜓𝑖𝑑  𝑔1p𝑥q 

0⃗𝑚𝑘 𝑖1
1
0⃗𝑘𝑖
,
а тому:
𝜈p?⃗?qp?⃗?q  𝜈 p𝜓
  p𝜓p𝑥qp?⃗? p𝜓q  detp𝐸𝑘q  1.
129
Оскiльки Φ𝑋𝑖𝑡  𝑔  Φ𝑌𝑖𝑡  𝑔1, то для всiх 𝑥 P 𝑆 i 𝑡 P 𝐷 маємо рiвнiсть:
Φ?⃗?
?⃗?
p?⃗?q  p𝑔  Φ?⃗?
?⃗?
 𝑔1qp?⃗?q  𝑔  p𝜋  𝑔1qp?⃗?q  t?⃗?u .
Тодi при 𝐴 P ℬp𝑆q i 𝑟 P R, для якого 𝐵𝑟  𝐷, отримуємо рiвнiсть
Φ?⃗?𝐵𝑟p𝐴q  𝑔pp𝜋  𝑔1qp𝐴q 𝐵𝑟q.
Вiзьмемо тепер борелiвську пiдмножину 𝐺  𝑆, що разом з деяким околом
лежить в межах однiєї карти p p𝜓,x𝑊 q на 𝑀 . Тодi при малих 𝑟:
𝑉 pΦ?⃗?𝐵𝑟𝐺q 
»
p𝜓pΦ?⃗?𝐵𝑟𝐺q
b
det
 
𝑇 p𝜓p?⃗?q

𝑑𝑥1 . . . 𝑑𝑥𝑚 

»
r𝜓p𝐺q𝐵𝑟
b
det
 
𝑇 p𝜓p?⃗?q

𝑑𝑥1 . . . 𝑑𝑥𝑚 
»
𝐵𝑟
»
r𝜓p𝐺q
c
det

𝑇 p𝜓p?⃗?, ?⃗? q
	
𝑑?⃗? 𝑑?⃗?.
Врахувавши гладкiсть i обмеженiсть тензорного поля 𝑇 p𝜓 (на компактнiй
множинi 𝜓p𝑊 q  𝐵𝑅, див. зауваження 3.4), знаходимо границю (2.18) для мi-
ри 𝑉 :
lim
𝑟Ñ0
𝑉
 
Φ?⃗?𝐵𝑟p𝐺q

𝜆𝑘p𝐵𝑟q  lim𝑟Ñ0
»
𝐵𝑟
»
r𝜓p𝐺q
b
det
 
𝑇 p𝜓p?⃗?, ?⃗? q

𝑑?⃗? 𝑑?⃗? 

»
r𝜓p𝐺q
b
det
 
𝑇 p𝜓p?⃗?, 0⃗ q

𝑑?⃗? 
b
det
 
𝑇 p𝜓p, 0⃗ q
  𝜆𝑚𝑘	  r𝜓	 p𝐺q.
Враховуючи компактнiсть 𝑈 i зауваження 3.4, кожну множину 𝐺 P ℬp𝑆q
можемо представити у виглядi скiнченного об’єднання пiдмножин вказаного
вигляду. А отже, поверхнева мiра 𝜎?⃗?  𝜎?⃗?r𝑉 s визначена на ℬp𝑆q коректно i є
образом мiри
b
det
 
𝑇 p𝜓p?⃗?, 0⃗ q
  𝜆𝑚𝑘 при вiдображеннi r𝜓1 : 𝜓p𝑊 q Ñ 𝑆.
Переходимо тепер до поверхневої мiри другого типу, iндукованої асоцiйо-
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ваною формою 𝜔:
𝜎𝜔p𝐺q 
 1𝜔p?⃗?q 
𝑆
 𝜎?⃗?
p𝐺q  »
𝐺
1𝜔p?⃗?q 
𝑆
𝑑𝜎?⃗? 

»
r𝜓p𝐺q
𝜈  r𝜓1p?⃗?q
𝑇

b
det
 
𝑇 p𝜓p?⃗?, 0⃗q

𝑑?⃗?.
За лемою для 𝑥  𝑔 𝜓1p?⃗? q, 0⃗   r𝜓1p?⃗? q маємо рiвнiсть
𝜈  r𝜓1p?⃗? q
𝑇

?
det𝐴𝑥b
det
 
𝑇 p𝜓p?⃗?, 0⃗q
 .
Тому для кожного 𝐺 P ℬp𝑆q:
p𝑉 p𝐺q : 𝜎𝜔p𝐺q  »
r𝜓p𝐺q
b
det𝐴 r𝜓1p?⃗? q 𝑑?⃗? 
»
𝐺
a
det𝐴𝑥 𝑑𝑥.
Поверхнева мiра об’єму, задана iндукованим на поверхнi тензором.
Вкладення 𝑖 : 𝑆 Ñ 𝑀 поверхнi 𝑆 у многовид 𝑀 iндукує на 𝑆 рiманiв тен-
зор r𝑇  𝑖𝑇, i таким чином поверхня 𝑆 також являє собою рiманiв многовид.
Тому на 𝑆 визначено рiманову мiру об’єму r𝑉 аналогiчно формулi (3.23):
r𝑉 p𝐺q ¸
𝑖
»
𝜙𝛼𝑖p𝐺𝑖q
b
det
  r𝑇𝜙𝛼𝑖p?⃗?q 𝑑𝑥1 . . . 𝑑𝑥𝑚,
де 𝐺  
𝑖
𝐺𝑖 — таке розбиття множини 𝐺 P ℬp𝑀q на скiнченну кiлькiсть
пiдмножин 𝐺𝑖, що попарно не перетинаються, при якому кожна 𝐺𝑖 лежить в
областi визначення деякої карти p𝑈𝛼𝑖, 𝜙𝛼𝑖q многовиду 𝑆.
Зафiксуємо карту p𝜓,𝑊 q на 𝑁 i вiдповiднi карти p r𝜓,𝑊 q та p p𝜓,x𝑊 q на 𝑆
та 𝑀 . Для 𝑥 P 𝑊  𝑆 представлення тензора r𝑇 у картi p r𝜓,𝑊 q має вигляд
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r𝑇 r𝜓p?⃗?q  𝐴𝑥 (в позначеннях представлення (3.26)), оскiльки:
r𝑇 r𝜓p?⃗?qp?⃗?, ?⃗?q  𝑇 p𝜓p?⃗?qp p𝜓  r𝜓1q1  r𝜓p𝑥qp?⃗?q, p p𝜓  r𝜓1q1  r𝜓p𝑥qp?⃗?q	 
 𝑇 p𝜓p?⃗?q
 ?⃗?
0⃗
,
 ?⃗?
0⃗
.
Таким чином для пiдмножини 𝐺 P ℬp𝑆q, 𝐺  𝑊 маємо:
r𝑉 p𝐺q  »
r𝜓p𝐺q
b
det
  r𝑇 r𝜓p?⃗?q 𝑑?⃗?  »
r𝜓p𝐺q
b
det𝐴 r𝜓1p?⃗?q 𝑑?⃗?  p𝑉 p𝐺q.
Врахувавши компактнiсть 𝑆, отримуємо, що iндукована мiра r𝑉 спiвпадає
з побудованою асоцiйованою мiрою p𝑉 .
Отже, отримано поверхневi мiри першого та другого типу, асоцiйованi з
рiмановою мiрою об’єму на поверхнi, вкладенiй у рiманiв многовид з рiвно-
мiрною структурою. Показано, що отримана мiра спiвпадає з мiрою об’єму
поверхнi, що задається iндукованим тензором. Таким чином, обґрунтовано
адекватнiсть використання запропонованого пiдходу до побудови поверхневих
мiр на поверхнях скiнченної корозмiрностi в нескiнченновимiрних просторах.
3.4 Висновки за роздiлом
У даному роздiлi дослiджене питання узгодженостi конструкцiї поверхне-
вих мiр, запропонової в попередньому роздiлi, при транзитивному вкладеннi
двох поверхонь. Доведено, що при подвiйному вкладеннi поверхнi 𝑆 у много-
вид 𝑀 (𝑆 вкладена у Σ, що в свою чергу вкладена у 𝑀 ) конструкцiя є тран-
зитивною, тобто безпосередня побудова поверхневої мiри на 𝑆 при розглядi
її вкладення в 𝑀 призводить до того ж результату, що i двоетапна побудова
через поверхневу мiру на Σ.
Показано, що запропонований альтернативний пiдхiд до побудови поверх-
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невої мiри на поверхнi в R𝑚 та на поверхнi, вкладенiй у рiманiв многовид,
узгоджується з класичними результатами.
Основнi результати роздiлу представленi у роботах [15], [33], [35].
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РОЗДIЛ 4
ДИФЕРЕНЦIЙОВНIСТЬ БОРЕЛIВСЬКИХ МIР НА БАНАХОВИХ
МНОГОВИДАХ З РIВНОМIРНОЮ СТРУКТУРОЮ
У даному роздiлi розглядається поняття диференцiйовностi борелiвських
мiр вiдповiдно до робiт [5, 6] В. I. Богачова, що присвяченi диференцiйов-
ностi мiр вздовж сталих напрямкiв. Роздiл присвячено узагальненню поняття
диференцiйовностi мiр на випадок їх зсувiв вздовж векторних полiв та до-
слiдженню його властивостей, зокрема, доведенню низки результатiв, що уза-
гальнюють вiдповiднi результати, що стосуються диференцiйовностi вздовж
сталих напрямкiв. Як i раньше, розглядаються борелiвськi мiри на банахових
многовидах з рiвномiрною структурою. Основним результатом є узагальнення
критерiю слабкої диференцiйовностi (теорема 4.4), опублiковане в роботi [34].
Даний роздiл має наступну структуру. У пiдроздiлi 4.1 наводяться основнi
означення та необхiднi теоретичнi вiдомостi. Крiм того доведено двi кори-
снi леми, що визначають властивостi потокiв обмежених векторних полiв на
банахових многовидах з рiвномiрною структурою. У пiдроздiлах 4.2 та 4.3
дослiджено властивостi сильної та слабкої диференцiйовностi вiдповiдно. I
нарештi, у пiдроздiлi 4.4 доведено згаданий вище критерiй. Доведення на-
дається для двох випадкiв: бiльш простий випадок банахового простору та
узагальнення на банахiв многовид з рiвномiрною структурою.
4.1 Поняття диференцiйовностi борелiвських мiр уздовж обмежених ве-
кторних полiв
Нехай 𝑀 — банахiв 𝐸-многовид з рiвномiрною структурою класу 𝐶2 (дiй-
сний, зв’язний). Далi вважатимемо, що Ω   p𝑈𝛼, 𝜙𝛼q( — рiвномiрний атлас
на 𝑀 , тодi 𝑀 є повним метричним простором за метрикою 𝜌, що породжена
атласом Ω.
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Банахiв многовид 𝑀 з рiвномiрною структурою допускає неперервне роз-
биття одиницi. У випадку, коли простiр 𝐸 гiльбертiв, 𝑀 допускає розбиття
одиницi класу 𝐶2 ([31, с. 49]).
4.1.1 Властивостi потоку обмеженого векторного поля Нехай на ба-
наховому многовидi𝑀 з рiвномiрним атласом Ω   p𝑈𝛼, 𝜙𝛼q( задане обмеже-
не векторне поле 𝑋 класу 𝐶1𝑏 .
Потiк Φp𝑡, 𝑥q  Φ𝑥p𝑡q  Φ𝑡p𝑥q обмеженого векторного поля 𝑋 за ре-
зультатами [31, с. 96] визначений глобально на R  𝑀 . Крiм того, за ре-
зультатами [31, с. 97] потiк Φ є морфiзмом класу 𝐶1 многовиду R  𝑀
в 𝑀 . Для кожної карти p𝑈𝛼, 𝜙𝛼q P Ω визначимо локальний потiк Φ𝛼p𝑡, 𝑦q 
 𝜙  Φ 𝑡, 𝜙1p𝑦q на такiй пiдмножинi R𝜙p𝑈𝛼q, де права частина має сенс.
При цьому для кожного 𝑦 P 𝜙𝛼p𝑈𝛼q потiк Φ𝛼𝑦 визначений на вiдкритому про-
мiжку ∆𝑦  R, що мiстить точку 0, i на цьому промiжку справедлива рiвнiсть
𝑑
𝑑𝑡
Φ𝛼𝑦 p𝑡q  𝑋𝛼
 
Φ𝛼𝑦 p𝑡q

.
Функцiю 𝑓 P 𝐶𝑏p𝑀q назвемо диференцiйовною вздовж векторного поля 𝑋 ,
якщо для кожного 𝑥 P𝑀 функцiя 𝑓 Φ𝑥 є диференцiйовною на R (або в нулi,
що те ж саме). Будемо позначати B𝑋𝑓p𝑥q  p𝑓  Φ𝑥q1p0q.
Доведемо двi допомiжнi леми, що визначають властивостi потоку обмеже-
ного векторного поля на многовидi з рiвномiрною структурою.
Лема 4.1. Нехай 𝑀 — банахiв многовид з рiвномiрною структурою, 𝑋 —
векторне поле класу 𝐶1𝑏 на 𝑀 з потоком Φ. Тодi iснує таке подрiбнен-
ня t𝑉𝛼u покриття t𝑈𝛼u, що 𝑉𝛼  𝑈𝛼 для кожного 𝛼. Крiм того, iсну-
ють такi константи 𝑎, 𝑏 ¡ 0, що при кожному 𝛼 потiк Φ𝛼 визначений на
p𝑏, 𝑏q 𝐵𝐸𝑎
 
𝜙𝛼p𝑉𝛼q

i набуває значень в 𝜙𝛼p𝑈𝛼q.
Доведення. Нехай 𝑟 — константа з означення рiвномiрного атласу для Ω. Для
кожної карти p𝑈𝛼, 𝜙𝛼q P Ω розглянемо множини:
r𝑈𝛼  !𝑥 P 𝑈𝛼  𝐵𝐸𝑟
2
 
𝜙𝛼p𝑥q
  𝜙𝛼p𝑈𝛼q), 𝑉𝛼  r𝑈 0𝛼 — внутрiшнiсть r𝑈𝛼.
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Тодi t𝑉𝛼u є вiдкритим покриттям 𝑀 . Дiйсно, для кожної точки 𝑥 P𝑀 iснує
карта p𝑈𝛼, 𝜙𝛼q P Ω така, що
𝐵
𝐸
𝑟
2
 
𝜙𝛼p𝑥q
  𝐵𝐸𝑟  𝜙𝛼p𝑥q  𝜙𝛼p𝑈𝛼q,
тому 𝑥 P r𝑈𝛼. Крiм того, множина 𝜙1𝛼 𝐵𝐸𝑟
2
 
𝜙𝛼p𝑥q
	
є вiдкритою пiдмно-
жиною 𝑈𝛼 в 𝑀 i мiстить точку 𝑥, тому iснує 𝜀 ¡ 0 таке, що 𝐵𝑀𝜀 p𝑥q 
 𝜙1𝛼

𝐵𝐸𝑟
2
 
𝜙𝛼p𝑥q
	
. Тодi для кожного 𝑦 P 𝐵𝑀𝜀 p𝑥q виконується включення
𝜙𝛼p𝑦q P 𝐵𝐸𝑟
2
 
𝜙𝛼p𝑥q

i 𝐵
𝐸
𝑟
2
 
𝜙𝛼p𝑦q
  𝐵𝐸𝑟  𝜙𝛼p𝑥q  𝜙𝛼p𝑈𝛼q, звiдки випливає, що
𝐵𝑀𝜀 p𝑥q  r𝑈𝛼. Отже, 𝑥 — внутрiшня точка r𝑈𝛼, а тому належить до 𝑉𝛼.
Доведемо тепер для кожної карти p𝑈𝛼, 𝜙𝛼q P Ω включення 𝑉𝛼  𝑈𝛼. Легко
побачити, що замикання множини 𝜙𝛼pr𝑈𝛼q   𝑦 P 𝜙𝛼p𝑈𝛼q  𝐵𝐸𝑟
2
p𝑦q  𝜙𝛼p𝑈𝛼q
(
лежить в 𝜙𝛼p𝑈𝛼q. Тодi 𝜙1𝛼
 
𝜙𝛼pr𝑈𝛼q — замкнена пiдмножина 𝑈𝛼, що мiстить
𝑉𝛼. Тому 𝑉 𝛼  𝜙1𝛼
 
𝜙𝛼pr𝑈𝛼q  𝑈𝛼.
Нехай 𝑎  min
"
𝑟
6
,
1
2
*
. Зафiксуємо 𝑥0 P 𝜙𝛼p𝑉𝛼q i розглянемо множину 𝑈 
 𝐵𝐸𝑟
2
p𝑥0q  𝜙𝛼p𝑈𝛼q. Нехай 𝐿 — константа з означення обмеженого векторного
поля для поля 𝑋 . Тодi за теоремою про середнє [31, с. 22] векторне поле 𝑋𝛼
задовольняє на 𝑈 умову Лiпшиця з константою 𝐿 i за [31, с. 82] при довiльно-
му додатному 𝑏   𝑎{ maxt𝐿, 1u2 потiк Φ𝛼 векторного поля 𝑋𝛼 визначений на
p𝑏, 𝑏q 𝐵𝐸𝑎 p𝑥0q i набуває значень в 𝐵𝐸𝑟
2
p𝑥0q. Зафiксуємо довiльне таке 𝑏 (неза-
лежно вiд карти). Тодi при кожному 𝛼 потiк Φ𝛼 визначено на p𝑏, 𝑏q 𝐵𝐸𝑎 p𝑥0q
для кожного 𝑥0 P 𝜙𝛼p𝑉𝛼q, тобто вiн визначений на p𝑏, 𝑏q  𝐵𝐸𝑎
 
𝜙𝛼p𝑉𝛼q

i
набуває значень в 𝐵𝐸𝑟
2
 
𝜙𝛼p𝑉𝛼q
  𝜙p𝑈𝛼q.
Лему доведено.
Лема 4.2. Для кожного 𝑡 P R функцiя Φ𝑡 є 𝐶1𝑏 -iзоморфiзмом𝑀 в𝑀 , тобто
для кожного 𝑡 P R iснує така константа 𝐴p𝑡q ¡ 0, що для будь-якої точки
𝑥 P𝑀 нерiвнiсть  𝜙  Φ𝑡  𝜓11 𝜓p𝑥q ¤ 𝐴p𝑡q
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виконується для кожної пари карт p𝑈,𝜙q, p𝑉, 𝜓q P Ω, де 𝑥 P 𝑉 , Φ𝑡p𝑥q P 𝑈 .
Доведення.
Крок 1: Виберемо константи 𝑎 i 𝑏, iснування яких гарантовано лемою 4.1, i
зафiксуємо деяке 𝛼. Тодi для кожної пари точок 𝑥, 𝑦 P 𝐵𝐸𝑎
 
𝜙𝛼p𝑉𝛼q

можемо
використати пропозицiю [31, с. 83] для функцiй 𝑓1p𝑡q  Φ𝛼p𝑡, 𝑥q та 𝑓2p𝑡q 
Φ𝛼p𝑡, 𝑦q на p𝑏, 𝑏q при 𝜀1  𝜀2  0. Таким чином, для кожної карти i кожного
𝑡 P p𝑏, 𝑏q для всiх 𝑥, 𝑦 P 𝐵𝐸𝑎
 
𝜙𝛼p𝑉𝛼q

отримуємо нерiвнiсть
Φ𝛼p𝑡, 𝑥q  Φ𝛼p𝑡, 𝑦q ¤ }𝑥 𝑦} 𝑒𝐿|𝑡|.
Крок 2: Розглянемо деяке |𝑡|   𝑏 i зафiксуємо точку 𝑥 P 𝑀 . Тодi iснує така
карта p𝑈𝛼, 𝜙𝛼q, що 𝑥 P 𝑉𝛼, а Φ𝑡p𝑥q P 𝑈𝛼. При ℎ P 𝐵𝐸𝑎 p0q маємо, що 𝜙𝛼p𝑥q   ℎ P
P 𝐵𝐸𝑎
 
𝜙𝛼p𝑉𝛼q

, а тому за доведеним у кроцi 1:
Φ𝛼𝑡  𝜙𝛼p𝑥q   ℎ Φ𝛼𝑡  𝜙𝛼p𝑥q ¤ }ℎ} 𝑒𝐿|𝑡|.
Врахувавши iснування похiдної функцiї 𝜙𝛼  Φ𝑡  𝜙1𝛼  Φ𝛼𝑡 в точцi 𝜙𝛼p𝑥q,
одержуємо:
Φ𝛼𝑡
 
𝜙𝛼p𝑥q   ℎ
 Φ𝛼𝑡  𝜙𝛼p𝑥q  pΦ𝛼𝑡 q1  𝜙𝛼p𝑥qℎ  𝛿 𝜙𝛼p𝑥q, ℎ,
де 𝛿
 
𝜙𝛼p𝑥q, ℎ
  𝑜 }ℎ}.
Вiзьмемо таку послiдовнiсть 𝜀𝑛   𝑎, що для кожного 𝑛 з нерiвностi }ℎ} ¤
¤ 𝜀𝑛 випливає нерiвнiсть
𝛿 𝜙p𝑥q, ℎ ¤ 1
𝑛
}ℎ}. При цьому для кожного 𝑛 P N
отримуємо нерiвнiсть:
pΦ𝛼𝑡 q1  𝜙𝛼p𝑥q  sup
}ℎ}¤𝜀𝑛
pΦ𝛼𝑡 q1  𝜙𝛼p𝑥qℎ
}ℎ} ¤ sup}ℎ}¤𝜀𝑛
}ℎ} 𝑒𝐿|𝑡|   1
𝑛
}ℎ}
}ℎ} ¤ 𝑒
𝐿|𝑡|   1
𝑛
.
Звiдси випливає, що при |𝑡|   𝑏 для кожного 𝑥 P 𝑀 для карти p𝑈𝛼, 𝜙𝛼q, де
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𝑥 P 𝑉𝛼, виконується нерiвнiсть
 𝜙𝛼  Φ𝑡  𝜙1𝛼 1 𝜙𝛼p𝑥q ¤ 𝑒𝐿|𝑡|.
Крок 3: Вiзьмемо довiльне 𝑡 P R i зафiксуємо точку 𝑥 P 𝑀 . Запишемо 𝑡 у
виглядi суми 𝑚 p𝑏  𝛿, де 𝑚 P N, |p𝑏|   𝑏, |𝛿|   𝑏 i числа p𝑏 та 𝛿 одного знаку з 𝑡.
Розглянемо такий набiр карт p𝑈0, 𝜙0q,p𝑈1, 𝜙1q, . . . , p𝑈𝑚, 𝜙𝑚q, що 𝑥 P 𝑉0, Φ𝛿p𝑥q P
P 𝑉1, Φ𝛿 p𝑏p𝑥q P 𝑉2,. . . , Φ𝛿 p𝑚1qp𝑏p𝑥q P 𝑉𝑚. Тодi, оскiльки p𝑏, 𝛿   𝑏, маємо також
включення Φ𝛿p𝑥q P 𝑈0, Φ𝛿 p𝑏p𝑥q P 𝑈1, Φ𝛿 2p𝑏p𝑥q P 𝑈2,. . . , Φ𝛿 𝑚p𝑏p𝑥q P 𝑈𝑚. Тому
значення функцiї 𝜙𝑚  Φ𝑡  𝜙10 в точцi 𝜙0p𝑥q можна записати так:
 
𝜙𝑚  Φ𝑡  𝜙10
 
𝜙0p𝑥q
   p𝜙𝑚  Φp𝑏  𝜙1𝑚 qp𝜙𝑚  𝜙1𝑚1qp𝜙𝑚1  Φp𝑏  𝜙1𝑚1q
 p𝜙𝑚1  𝜙1𝑚2q  . . .  p𝜙1  𝜙10 q  p𝜙0  Φ𝛿  𝜙10 q
 
𝜙0p𝑥q

.
Звiдси, використовуючи обмеженiсть атласу Ω i результати кроку 2, отримуємо
нерiвнiсть
 𝜙𝑚  Φ𝑡  𝜙10 1 𝜙0p𝑥q ¤ 𝑒𝐿|p𝑏| 𝐾  𝑒𝐿|p𝑏| 𝐾  . . .  𝑒𝐿|p𝑏| 𝐾  𝑒𝐿|𝛿|  𝑒𝐿|𝑡|𝐾𝑚.
Вiзьмемо тепер довiльну пару карт p𝑈,𝜙q, p𝑉, 𝜓q P Ω, де 𝑥 P 𝑉 , Φ𝑡p𝑥q P 𝑈 ,
i знову використавши обмеженiсть атласу, отримуємо нерiвнiсть
 𝜙  Φ𝑡  𝜓11 𝜓p𝑥q ¤ 𝑒𝐿|𝑡|𝐾𝑚 2,
що завершує доведення, оскiльки права частина залежить лише вiд 𝑡.
4.1.2 Неперервнiсть та диференцiйовнiсть мiр уздовж обмежених ве-
кторних полiв Нехай на ℬp𝑀q задана мiра 𝜇 та векторне поле 𝑋 класу
𝐶1𝑏 p𝑀q. Наступнi означення наводяться вiдповiдно до глави 3 книги [5] (див.
також пiдроздiл 1.3) з природним узагальненням на випадок зсувiв вздовж
векторних полiв.
Оскiльки для кожного 𝑡 P R вiдображення Φ𝑡 є борелiвським, можемо роз-
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глянути мiру 𝜇𝑡, що є образом мiри 𝜇 при вiдображеннi Φ𝑡:
𝜇𝑡p𝐴q  𝜇
 
Φ𝑡p𝐴q

, @𝐴 P ℬp𝑀q.
Мiру 𝜇𝑡 будемо називати зсувом мiри 𝜇 на 𝑡 вздовж векторного поля 𝑋 . При
цьому для всiх функцiй 𝑓 P ℒ1p𝜇q виконується така рiвнiсть:
p𝑓  𝜇q𝑡  p𝑓  Φ𝑡q  𝜇𝑡.
Зрозумiло, що в частковому випадку сталого векторного поля 𝑋p𝑥q  ℎ
на банаховому просторi визначенi вище мiри 𝜇𝑡 збiгаються зi зсувами мiри 𝜇
уздовж напрямку ℎ.
Означення 4.1. Борелiвська 𝜇 називається неперервною вздовж вектор-
ного поля 𝑋 , якщо
lim
𝑡Ñ0
}𝜇𝑡  𝜇}  0.
Повнiстю аналогiчно випадку диференiйовностi за напрямком показується,
що всяка мiра, що є абсолютно неперервною вiдносно неперервної вздовж ве-
кторного поля 𝑋 мiри, є також неперервною уздовж 𝑋 ([5, с. 98–99]). Крiм
того, доводиться, що неперервнiсть мiри 𝜇 вздовж векторного поля 𝑋 еквiва-
лентна тому, що для кожної множини 𝐴 P ℬp𝑀q функцiя 𝑡 ÞÑ 𝜇𝑡p𝐴q є непе-
рервною на R (достатньо неперервностi в нулi).
Означення 4.2. Мiра 𝜇 називається диференцiйовною за Фомiним (в силь-
ному сенсi) вздовж векторного поля 𝑋 , якщо для кожної множини 𝐴 P ℬp𝑀q
функцiя 𝑡 ÞÑ 𝜇𝑡p𝐴q є диференцiйовною на R.
Сильна диференцiйовнiсть мiри 𝜇 еквiвалентна тому, що для кожної мно-
жини ℬp𝑀q iснує скiнченна границя
lim
𝑡Ñ0
𝜇𝑡p𝐴q  𝜇p𝐴q
𝑡
,
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яку будемо позначати через 𝑑𝑋𝜇p𝐴q. За теоремою Нiкодима функцiя множи-
ни 𝑑𝑋𝜇 виявляється мiрою на ℬp𝑀q, i її називають сильною похiдною (по-
хiдною Фомiна) мiри 𝜇 уздовж векторного поля 𝑋 . При цьому очевидно, що
𝑑ℎ𝜇p𝑀q  0, а це означає, що 𝑑𝑋𝜇 завжди є знакозмiнною мiрою, навiть якщо
вихiдна мiра 𝜇 є невiд’ємною. Саме тому доцiльно з самого початку допускати
до розгляду знакозмiннi мiри.
Означення 4.3. Мiра 𝜇 називається диференцiйовною за Скороходом (в
слабкому сенсi) вздовж векторного поля 𝑋 , якщо для кожної функцiї 𝑓 P
P 𝐶𝑏p𝑀q функцiя
𝐹𝑓p𝑡q 
»
𝑀
𝑓
 
Φ𝑡p𝑥q

𝜇p𝑑𝑥q 
»
𝑀
𝑓 𝑑𝜇𝑡
є диференцiйовною на R.
Слабка диференцiйовнiсть мiри 𝜇 еквiвалентна тому, що для кожної фун-
кцiї 𝑓 P 𝐶𝑏p𝑀q iснує скiнченна границя
lim
𝑡Ñ0
1
𝑡
»
𝑀
𝑓 𝑑p𝜇𝑡  𝜇q  lim
𝑡Ñ0
»
𝑀
𝑓 𝑑
𝜇𝑡  𝜇
𝑡
	
.
При цьому з теореми О. Д. Александрова випливає (див. [5, с. 96]), що якщо
мiра 𝜇 диференцiйовна за Скороходом вздовж векторного поля 𝑋 , то iснує
мiра 𝜈 на ℬp𝑀q така, що для всiх функцiй 𝑓 P 𝐶𝑏p𝑀q:
lim
𝑡Ñ0
1
𝑡
»
𝑀
𝑓 𝑑p𝜇𝑡  𝜇q  𝐹 1𝑓p0q 
»
𝑀
𝑓 𝑑𝜈. (4.1)
Вказана мiра 𝜈 називається похiдною Скорохода (слабкою похiдною) мiри 𝜇
вздовж векторного поля 𝑋 i позначається 𝑑𝑋𝜇. Однозначнiсть визначення 𝑑𝑋𝜇
випливає з [17, c. 45].
Якщо у рiвнiсть (4.1) пiдставити функцiю 𝑓  1, то вираз злiва при кожно-
му 𝑡 P R буде рiвний нулю, а тому 0  𝐹 1𝑓p0q  𝜈p𝑀q. Отже, як i для сильної
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диференцiйовностi, отримуємо, що похiдна мiри завжди є знакозмiнною мi-
рою, i тому немає сенсу обмежуватися розглядом невiд’ємних мiр.
Доведемо тепер лему, яка є аналогом леми 1 з [6].
Лема 4.3. Нехай 𝜀 ¡ 0 — довiльне число,𝑚 — мiра на ℬp𝑀q,𝑚𝑡, 𝑡 P r𝜀, 𝜀s –
зсуви 𝑚 вздовж векторного поля 𝑋 . Тодi наступнi умови є еквiвалентними:
1) Для кожної множини 𝐴 P ℬp𝑀q iснує таке число 𝑐p𝐴q ¡ 0, що для всiх
𝑡 P r𝜀, 𝜀s виконується нерiвнiсть 𝑚𝑡p𝐴q 𝑚p𝐴q ¤ 𝑐p𝐴q  |𝑡|.
2) Iснує таке число 𝐶 ¡ 0, що для всiх 𝑡 P r𝜀, 𝜀s виконується нерiвнiсть
}𝑚𝑡 𝑚} ¤ 𝐶  |𝑡|.
3) Для кожної функцiї 𝑓 P 𝐶𝑏p𝑀q iснує таке число 𝑑p𝑓q ¡ 0, що нерiвнiсть»
𝑀
𝑓 𝑑p𝑚𝑡 𝑚q
 ¤ 𝑑p𝑓q  |𝑡| виконується для всiх 𝑡 P r𝜀, 𝜀s.
4) Iснує таке число 𝐷 ¡ 0, що
»
𝑀
𝑓 𝑑p𝑚𝑡 𝑚q
 ¤ 𝐷  }𝑓}  |𝑡| для всiх функцiй
𝑓 P 𝐶𝑏p𝑀q i всiх 𝑡 P r𝜀, 𝜀s.
Доведення.
2 ùñ 1: Для кожного 𝐴 P ℬp𝑀q в якостi 𝑐p𝐴q можемо взяти 𝐶.
1 ùñ 2: Розглянемо сiм’ю мiр 𝑆 
!𝑚𝑡 𝑚
𝑡
 𝑡 P r𝜀, 𝜀szt0u) на ℬp𝑀q. Тодi:
@𝐴 P ℬp𝑀q D𝑐p𝐴q ¡ 0 : @𝜈 P 𝑆 : 𝜈p𝐴q ¤ 𝑐p𝐴q.
Застосовуючи теорему Нiкодима [23, с. 336], отримуємо, що iснує така кон-
станта 𝑁 ¡ 0, що нерiвнiсть 𝜈p𝐴q ¤ 𝑁 виконується для всiх 𝐴 P ℬp𝑀q i всiх
𝜈 P 𝑆. Тодi в якостi константи 𝐶 можемо взяти 2𝑁 .
2 ùñ 4: Можемо взяти 𝐷  𝐶. Дiйсно, для всiх функцiй 𝑓 P 𝐶𝑏p𝑀q i всiх
чисел 𝑡 P r𝜀, 𝜀s виконується нерiвнiсть:
»
𝑀
𝑓 𝑑p𝑚𝑡 𝑚q
 ¤
»
𝑀
|𝑓 | 𝑑|𝑚𝑡 𝑚| ¤ }𝑓}  }𝑚𝑡 𝑚} ¤ }𝑓}  𝐶 |𝑡|.
4 ùñ 2: Для 𝜈𝑡  𝑚𝑡 𝑚
𝑡
, 𝑡 P r𝜀, 𝜀szt0u розглядаємо функцiонали 𝐿𝜈𝑡 P
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P  𝐶𝑏p𝑀q, що задаються умовою (1.1), тодi }𝐿𝜈𝑡}  p𝑚𝑡 𝑚q{𝑡. Але з iн-
шого боку за умовою 4 для кожного 𝑡 P r𝜀, 𝜀szt0u: }𝐿𝜈𝑡} ¤ 𝐷. Отже, для всiх
𝑡 P r𝜀, 𝜀s має мiсце нерiвнiсть }𝑚𝑡 𝑚} ¤ 𝐷  |𝑡|.
4 ùñ 3: Для кожної функцiї 𝑓 P 𝐶𝑏p𝑀q в якостi 𝑑p𝑓q можемо взяти 𝐷  }𝑓}.
3 ùñ 4: Розглянемо сiм’ю функцiоналiв  𝐿𝜇𝑡 | |𝑡| P p0, 𝜀s(   𝐶𝑏p𝑀q, ви-
значених умовою (1.1). Тодi для кожної 𝑓 P 𝐶𝑏p𝑀q iснує таке 𝑑p𝑓q ¡ 0, що
𝐿𝜇𝑡𝑓  

»
𝑀
𝑓 𝑑
𝑚𝑡 𝑚
𝑡
	 ¤ 𝑑p𝑓q, @ 𝑡 P r𝜀, 𝜀szt0u.
За теоремою Банаха-Штейнгауза [3, с. 220] множина
 }𝐿𝜇𝑡} | 0   |𝑡| ¤ 𝜀( є
обмеженою, тобто iснує таке 𝐷 ¡ 0, що }𝐿𝜇𝑡} ¤ 𝐷 для всiх 𝑡 P r𝜀, 𝜀szt0u.
Тобто для кожної 𝑓 P 𝐶𝑏p𝑀q i кожного 𝑡 P r𝜀, 𝜀szt0u виконується нерiвнiсть
»
𝑀
𝑓 𝑑p𝑚𝑡 𝑚q
  |𝑡|  |𝐿𝑡 𝑓 | ¤ |𝑡|  }𝐿𝑡}  }𝑓} ¤ |𝑡| 𝐷  }𝑓}.
Для 𝑡  0 ця нерiвнiсть очевидна, тому умова 4 виконується.
4.2 Властивостi сильної диференцiйовностi мiр
Нехай мiра 𝜇 є диференцiйовною за Фомiним уздовж обмеженого вектор-
ного поля 𝑋 , 𝑑𝑋𝜇 — вiдповiдна сильно пахiдна. Тодi, повторюючи мiркування
для випадку диференцiйовностi за напрямком ([5, ст. 100–108]), можна пока-
зати, що:
1. Мiри 𝜇 , 𝜇, |𝜇| також є диференцiйовними уздовж 𝑋 i при цьому:
𝑑𝑋p𝜇 q  𝑑𝑋𝜇p X𝑀 q, 𝑑𝑋p𝜇q  𝑑𝑋𝜇p X𝑀q,
𝑑𝑋
 |𝜇|  𝑑𝑋𝜇p X𝑀 q  𝑑𝑋𝜇p X𝑀q.
2. Мiра 𝑑𝑋𝜇 є неперервною вздовж 𝑋 та абсолютно неперервною вiдно-
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сно мiри 𝜇. При цьому щiльнiсть Радона-Нiкодима
𝑑p𝑑𝑋𝜇q
𝑑𝜇
називається
логарифмiчною похiдною 𝜇 уздовж векторного поля 𝑋 .
3. Для кожної обмеженої борелiвської функцiї 𝑓 i кожного 𝑡 P R виконує-
ться рiвнiсть
»
𝑀
𝑓 𝑑p𝜇𝑡  𝜇q 
𝑡»
0
»
𝑀
𝑓p𝑥 𝑠ℎq 𝑑ℎ𝜇p𝑑𝑥q.
4. Нехай 𝑓 : 𝑀 Ñ R — обмежена борелiвська функцiя, майже всюди вiдно-
сно 𝜇 диференцiйовна вздовж векторного поля 𝑋 (в нулi), причому iснує
така функцiя 𝑔 P ℒ1p𝜇q i таке 𝛿 ¡ 0, що для всiх 𝑡 P p𝛿, 𝛿q i всiх 𝑥 P𝑀 :p𝑓  Φ𝑡qp𝑥q  𝑓p𝑥q𝑡
 ¤ 𝑔p𝑥q,
Тодi: »
𝑀
B𝑋𝑓p𝑥q𝜇p𝑑𝑥q  
»
𝑀
𝑓p𝑥q 𝑑𝑋𝜇p𝑑𝑥q.
5. Якщо 𝑓 : 𝑀 Ñ R — обмежена борелiвська функцiя, яка має рiвномiрно
обмежену похiдну B𝑋𝑓 вздовж векторного поля 𝑋 , то мiра 𝑓  𝜇 також є
диференцiйовною вздовж 𝑋 i при цьому
𝑑𝑋𝜈  B𝑋𝑓  𝜇  𝑓  𝑑𝑋𝜇,
6. Для мiр 𝜇, 𝜇𝑡 та 𝑑𝑋𝜇 виконуються нерiвностi:
}𝜇𝑡  𝜇} ¤ |𝑡|  }𝑑𝑋𝜇},
𝜇𝑡  𝜇
𝑡
 𝑑𝑋𝜇
 ÝÝÑ
𝑡Ñ0
0,
@𝑡 P R : }𝜇𝑡  𝜇 𝑡 𝑑𝑋𝜇} ¤ |𝑡| sup
0 𝑠 𝑡
p𝑑𝑋𝜇q𝑠  𝑑𝑋𝜇
Сформулюємо тепер критерiй диференцiйовностi мiри за Фомiним вздовж
векторного поля (доводиться аналогiчно пропозицiї 3.3.4 з [5]).
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Теорема 4.1. Мiра 𝜇 диференцiйовна за Фомiним вздовж векторного поля
𝑋 тодi i тiльки тодi, коли iснує така мiра 𝜈 на ℬp𝑀q, що
𝜇𝑡p𝐴q  𝜇p𝐴q  
𝑡»
0
𝜈𝑠p𝐴q 𝑑𝑠, @𝐴 P ℬp𝑀q, 𝑡 P R (4.2)
i при цьому виконується одна з двох умов: 𝜈 неперервна вздовж 𝑋 або 𝜈
абсолютно неперервна вiдносно 𝜇. При цьому 𝑑𝑋𝜇  𝜈.
Iншим критерiєм того, що мiра 𝜈 є сильної похiдної мiри 𝜇 уздовж вектор-
ного поля 𝑋 є збiжнiсть »
𝑀
𝑓 𝑑
𝜇𝑡  𝜇
𝑡
	
ÝÝÑ
𝑡Ñ0
»
𝑀
𝑓 𝑑𝜈
для кожної обмеженої борелiвської функцiї 𝑓 .
Таким чином, iз сильної диференцiйовностi випливає слабка, i вiдповiднi
похiднi збiгаються.
4.3 Властивостi слабкої диференцiйовностi мiр
Наступна теорема об’єднує у собi результати [6] (лема 2) i [39, с. 160] та є
їх узагальненням на випадок диференцiйовностi вздовж векторних полiв.
Теорема 4.2. Наступнi умови є еквiвалентними:
1) Мiра 𝜇 диференцiйовна за Скороходом уздовж векторного поля 𝑋 .
2) Iснує така мiра 𝜈 на ℬp𝑀q, що для всiх множин 𝐴 P ℬp𝑀q i всiх 𝑡 P R
виконується рiвнiсть
𝜇𝑡p𝐴q  𝜇p𝐴q  
𝑡»
0
𝜈𝑠p𝐴q 𝑑𝑠. (4.3)
3) Iснує така мiра 𝜈 на ℬp𝑀q, що для всiх функцiй 𝑓 P 𝐶𝑏p𝑀q виконується
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рiвнiсть
»
𝑀
𝑓p𝑥q p𝜇𝑡  𝜇qp𝑑𝑥q 
𝑡»
0
»
𝑀
𝑓
 
Φ𝑠p𝑥q

𝜈p𝑑𝑥q 𝑑𝑠, @ 𝑡 P R. (4.4)
4) Iснує мiра така 𝜈 на ℬp𝑀q, що рiвнiсть (4.4) виконується для будь-якої
обмеженої борелiвської функцiї 𝑓 на 𝑀 .
При цьому мiра 𝜈, визначена в умовах 2-4, збiгається з похiдною Скорохода
мiри 𝜇.
Доведення.
1 ùñ 3: Нехай мiра 𝜇 диференцiйовна за Скороходом уздовж 𝑋 . Тодi iснує та-
ка мiра 𝜈 на 𝒜, що для всякої функцiї 𝑓 P 𝐶𝑏p𝑀q функцiя 𝐹𝑓p𝑡q з означення 4.3
є диференцiйовною на R i при цьому для всiх 𝑡0 P R:
𝐹 1𝑓p𝑡0q  𝐹𝑓Φ𝑡01p0q 
»
𝑀
𝑓  Φ𝑡0 𝑑𝜈,
𝐹 1𝑓p𝑡0q ¤ }𝑓}  }𝜈}.
Отже, функцiї 𝐹𝑓p𝑡q задовольняють умову Лiпшиця на R. Тодi за формулою
Ньютона-Лейбнiца для всiх 𝑓 P 𝐶𝑏p𝑀q i всiх 𝑡 P R отримуємо необхiдну
рiвнiсть:
»
𝑀
𝑓p𝑥q p𝜇𝑡  𝜇qp𝑑𝑥q  𝐹𝑓p𝑡q  𝐹𝑓p0q 
𝑡»
0
𝐹 1𝑓p𝑠q 𝑑𝑠 
𝑡»
0
»
𝑀
𝑓
 
Φ𝑠p𝑥q

𝜈p𝑑𝑥q 𝑑𝑠.
3 ùñ 1: Нехай iснує така мiра 𝜈 на ℬp𝑀q, що для всiх 𝑓 P 𝐶𝑏p𝑀q виконується
умова (4.4). Тобто для кожної функцiї 𝑓 P 𝐶𝑏p𝑀q i кожного числа 𝑡 P R
𝐹𝑓p𝑡q  𝐹𝑓p0q 
𝑡»
0
𝑔𝑓p𝑠q 𝑑𝑠, де 𝑔𝑓p𝑠q 
»
𝑀
𝑓  Φ𝑠 𝑑𝜈, 𝐹𝑓p𝑡q 
»
𝑀
𝑓 𝑑𝜇𝑡.
Для кожного 𝑓 P 𝐶𝑏p𝑀q функцiя 𝑔𝑓 є неперервною на R, тому 𝐹𝑓 ди-
ференцiйовна на R, i при цьому 𝐹 1𝑓p𝑡0q  𝑔𝑓p𝑡0q для всiх 𝑡0 P R. Отже,
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𝐹 1𝑓p0q  𝑔𝑓p0q 
»
𝑀
𝑓 𝑑𝜈, тобто мiра 𝜇 слабко диференцiйовна вздовж вектор-
ного поля 𝑋 , а її похiдна Скорохода спiвпадає з мiрою 𝜈.
2ðñ 4: Для кожного 𝐴 P ℬp𝑀q розглянемо iндикаторну функцiю 𝑓  𝐼𝐴.
Враховуючи, що
»
𝑀
𝐼𝐴 𝑑p𝜇𝑡  𝜇q  𝜇𝑡p𝐴q  𝜇p𝐴q,
𝑡»
0
»
𝑀
𝐼𝐴
 
Φ𝑠p𝑥q

𝜈p𝑑𝑥q 𝑑𝑠 
𝑡»
0
𝜈𝑠p𝐴q 𝑑𝑠,
отримуємо, що умова 2 еквiвалентна виконанню рiвностi (4.4) для iндикатор-
них функцiй 𝑓  𝐼𝐴, 𝐴 P ℬp𝑀q. Залишилося використати теорему Лебега
про мажоровану збiжнiсть i лему 2.1.8 [8, т. 1], щоб показати, що якщо рiв-
нiсть (4.4) виконується для всiх iндикаторних функцiй, то вона виконується i
для всiх борелiвських обмежених функцiй.
4 ùñ 3: Очевидно.
3 ùñ 2: Нехай для деякої мiри 𝜈 для всiх 𝑓 P 𝐶𝑏p𝑀q i всiх 𝑡 P R виконується
рiвнiсть (4.4). Зафiксуємо 𝑡 P Rzt0u (для 𝑡  0 очевидно) i встановимо рiв-
нiсть (4.3) для всiх 𝐴 P ℬp𝑀q. Для цього розглянемо простiр r0, 𝑡s (або r𝑡, 0s
при 𝑡   0) з 𝜎-алгеброю ℬ r0, 𝑡s та мiрою Лебега 𝜆 i простiр𝑀 з 𝜎-алгеброю
ℬp𝑀q та мiрою 𝜈 на ℬp𝑀q. Тодi на ℬ r0, 𝑡sb ℬp𝑀q визначено мiру 𝜆b 𝜈. За
теоремою 6.4.2(i) [8, т. 2] ℬ r0, 𝑡sb ℬp𝑀q  ℬ r0, 𝑡s 𝑀. Крiм того, за про-
позицiєю 3.3.2 [8, т. 1] для всiх 𝑠 P r0, 𝑡s та 𝐵 P ℬ r0, 𝑡s 𝑀 множина 𝐵𝑠 
  𝑥 P𝑀  p𝑠, 𝑥q P 𝐵( належить ℬp𝑀q, а функцiя 𝑠 ÞÑ 𝜈p𝐵𝑠q є борелiвською i
при цьому за теоремою 3.4.1 [8, т. 1] для кожної множини 𝐵 P ℬ r0, 𝑡s 𝑀:
p𝜆b 𝜈qp𝐵q 
𝑡»
0
𝜈p𝐵𝑠q 𝑑𝑠.
Розглянемо вiдображення 𝜙 : r0, 𝑡s 𝑀 Ñ𝑀 , 𝜙p𝑠, 𝑥q  Φp𝑠, 𝑥q. Тодi
𝜙1p𝐴q   p𝑠, 𝑥q P r0, 𝑡s 𝑀  𝑥 P Φ𝑠p𝐴q(
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для кожної множини 𝐴 P ℬp𝑀q, отже,  𝜙1p𝐴q
𝑠
 Φ𝑠p𝐴q при всiх 𝐴 P ℬp𝑀q
i всiх 𝑠 P r0, 𝑡s. Вiдображення 𝜙 є борелiвським, тому воно iндукує мiру 𝑚𝑡
на ℬp𝑀q:
@𝐴 P ℬp𝑀q : 𝑚𝑡p𝐴q  p𝜆b 𝜈q
 
𝜙1p𝐴q  𝑡»
0
𝜈
 
𝜙1p𝐴q
𝑠
	
𝑑𝑠 
𝑡»
0
𝜈𝑠p𝐴q 𝑑𝑠.
Для кожної функцiї 𝑓 P 𝐶𝑏p𝑀q функцiя 𝑓 𝜙 є iнтегровною за мiрою 𝜆b 𝜈
i при цьому: »
𝑀
𝑓 𝑑𝑚𝑡 
»
r0,𝑡s𝑀
𝑓  𝜙𝑑p𝜆b 𝜈q. (4.5)
З iншого боку, за теоремою Фубiнi [8, т. 1] (теорема 3.4.4) маємо:
»
r0,𝑡s𝑀
𝑓  𝜙𝑑p𝜆b 𝜈q 
𝑡»
0
»
𝑀
𝑓
 
𝜙p𝑠, 𝑥q 𝜈p𝑑𝑥q 𝑑𝑠  𝑡»
0
»
𝑀
𝑓
 
Φ𝑠p𝑥q

𝜈p𝑑𝑥q 𝑑𝑠.
Враховуючи рiвнiсть (4.4), отримуємо:»
r0,𝑡s𝑀
𝑓  𝜙𝑑p𝜆b 𝜈q 
»
𝑀
𝑓p𝑥q p𝜇𝑡  𝜇qp𝑑𝑥q. (4.6)
З рiвностей (4.5) i (4.6) для всiх 𝑓 P 𝐶𝑏p𝑀q одержуємо:»
𝑀
𝑓 𝑑𝑚𝑡 
»
𝑀
𝑓 𝑑p𝜇𝑡  𝜇q.
Звiдси за [17, c. 45] мiри 𝑚𝑡 та 𝜇𝑡  𝜇 спiвпадають, що i дає рiвнiсть (4.3) для
всiх множин 𝐴 P ℬp𝑀q. Оскiльки 𝑡 бралося довiльним, теорему доведено.
Зауваження 4.1. Оскiльки подiбний критерiй має мiсце i для диферен-
цiйовностi за Фомiним (див. теорему 4.1), сильна диференцiйовнiсть мiри 𝜇
еквiвалентна її слабкiй диференцiйовностi при абсолютно неперервнiй вiдно-
сно 𝜇 похiднiй Скорохода 𝑑𝑋𝜇 (або неперервнiй вздовж 𝑋).
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Наслiдок 4.1. Нехай мiра є 𝜇 радонiвською, ℱ  𝐶𝑏p𝑀q — деякий клас
функцiй, що роздiляє точки 𝑀 (тобто для будь-яких рiзних точок 𝑥, 𝑦 P 𝑀
iснує така функцiя 𝑓 P ℱ , що 𝑓p𝑥q  𝑓p𝑦q). Тодi наступнi умови є еквiвален-
тними:
1) Мiра 𝜇 диференцiйовна за Скороходом уздовж 𝑋 i має радонiвську похiдну
Скорохода.
2) Iснує радонiвська мiра 𝜈, для якої рiвнiсть (4.4) виконується для всiх фун-
кцiй 𝑓 P ℱ .
3) Iснує така радонiвська мiра 𝜈 на𝑀 , що для будь-якої функцiї 𝑓 P ℱ функцiя
𝐹𝑓p𝑡q 
»
𝑀
𝑓 𝑑𝜇𝑡 є диференцiйовною на R i при цьому 𝐹 1𝑓p𝑡q 
»
𝑀
𝑓 𝑑𝜈𝑡.
Мiра 𝜈 з 2 i 3 є похiдною Скорохода вiд 𝜇.
Доведення. Iмплiкацiя 1 ùñ 3 негайно випливає з означення слабкої дифе-
ренцiйовностi.
3 ùñ 2: Повнiстю повторює доведення iмплiкацiї 1 ùñ 3 в теоремi 4.2.
2 ùñ 1: Повторюючи мiркування частини 3 ùñ 2 теореми 4.2, отримуємо,
що при кожному фiксованому 𝑡 P R для всiх 𝑓 P ℱ виконується рiвнiсть»
𝑀
𝑓 𝑑𝑚𝑡 
»
𝑀
𝑓 𝑑p𝜇𝑡  𝜇q,
де мiру 𝑚𝑡 визначено в теоремi 4.2. Мiра 𝜆 є радонiвською за [5, с. 26], тому
радонiвськими є також мiри: 𝜆 b 𝜈 — за теоремою 7.6.2 [8, т. 2], 𝑚𝑡 i 𝜇𝑡 — за
теоремою 9.1.1 [8, т. 2], i також мiра 𝜇𝑡𝜇. Тодi за лемою 1.2.10 [5] отримуємо,
що 𝑚𝑡  𝜇𝑡  𝜇, i це завершує доведення.
Зауваження 4.2. При доведеннi останнiх двох результатiв були викори-
станi теореми 3.3.2, 3.4.1, 3.4.4, та 7.6.2 з [8], сформульованi для невiд’ємних
мiр. Справедливiсть цих теорем в випадку знакозмiнних мiр випливає з роз-
кладу Хана-Жордана та означення добутку знакозмiнної i невiд’ємної мiр:
𝜆 b 𝜈  𝜆 b 𝜈   𝜆 b 𝜈. Зауваження про справедливiсть теореми Фубiнi у
випадку знакозмiнних мiр є у [47, с. 186].
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Наслiдок 4.2. Нехай простiр 𝐶1𝑏 p𝑀q роздiляє точки многовиду 𝑀 , а 𝜇 та
𝜈 — радонiвськi мiри на 𝑀 . Тодi 𝜇 є слабко диференцiйовною уздовж обме-
женого векторного поля 𝑋 i 𝑑𝑋𝜇  𝜈 тодi i тiльки тодi, коли для кожного
𝑓 P 𝐶1𝑏 p𝑀q має мiсце рiвнiсть»
𝑀
𝑓 𝑑𝜈  
»
𝑀
B𝑋𝑓 𝑑𝜇. (4.7)
Доведення. Для кожної функцiї 𝑓 P 𝐶1𝑏 p𝑀q i кожного 𝑠 P R функцiя 𝑓  Φ𝑠
належить до класу 𝐶1𝑏 p𝑀q (за лемою 4.2), i при цьому B𝑋p𝑓  Φ𝑠q  B𝑋𝑓  Φ𝑠.
Якщо 𝑓 P 𝐶1𝑏 p𝑀q, то для кожного 𝑡 P R i кожного 𝑥 P 𝑀 виконується нерiв-
нiсть𝑓  Φ𝑡  𝑓𝑡 p𝑥q
  𝜉 P r0, 𝑡s  p𝑓  Φ𝑥q1p𝜉q ¤ maxp𝜙,𝑈qPΩ, 𝑦P𝜙p𝑈q 𝑓  𝜙11p𝑦q  𝐶,
де 𝐶 — стала з означення обмеженого векторного поля для 𝑋 . Тому за теоре-
мою Лебега для кожного 𝑓 P 𝐶1𝑏 p𝑀q при кожному 𝑠 P R має мiсце збiжнiсть
1
𝑡
»
𝑀
𝑓 𝑑p𝜇𝑠 𝑡  𝜇𝑠q 
»
𝑀
𝑓  Φ𝑡  𝑓
𝑡
𝑑𝜇𝑠 ÝÝÑ
𝑡Ñ0

»
𝑀
B𝑋𝑓 𝑑𝜇𝑠. (4.8)
ùñ: Необхiдна рiвнiсть випливає безпосередньо з рiвностi (4.1) i умови (4.8)
при 𝑠  0.
ðù: Для кожної функцiї 𝑓 P 𝐶1𝑏 p𝑀q i кожного 𝑠 P R, використовуючи умо-
ву (4.8) i рiвнiсть (4.7) для функцiї 𝑓 Φ𝑠, отримуємо, що має мiсце збiжнiсть
1
𝑡
»
𝑀
𝑓 𝑑p𝜇𝑠 𝑡  𝜇𝑠q ÝÝÑ
𝑡Ñ0

»
𝑀
B𝑋𝑓 𝑑𝜇𝑠  
»
𝑀
B𝑋p𝑓  Φ𝑠q 𝑑𝜇 
»
𝑀
𝑓  Φ𝑠 𝑑𝜈.
Клас 𝐶1𝑏 p𝑀q роздiляє точки 𝑀 . Тому за наслiдком 4.1 мiра 𝜇 є диференцiйов-
ною за Скороходом уздовж 𝑋 , а 𝜈 — вiдповiдна похiдна Скорохода.
Наслiдок доведено.
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Рiвнiсть (4.7) називається формулою iнтегрування частинами.
Зауваження 4.3. Клас 𝐶1𝑏 p𝑀q роздiляє точки, зокрема, для випадку бана-
хового простору, а також гiльбертового многовиду.
Врахувавши зауваження 4.1, отримаємо критерiй i для сильної диференцi-
йовностi:
Наслiдок 4.3. Нехай простiр 𝐶1𝑏 p𝑀q роздiляє точки многовиду 𝑀 . Тодi
радонiвська мiра 𝜇 є сильно диференцiйовною вздовж обмеженого векторного
поля 𝑋 тодi i тiльки тодi, коли iснує така функцiя ℎ P ℒ1p𝜇q, що для кожного
𝑓 P 𝐶1𝑏 p𝑀q має мiсце рiвнiсть»
𝑀
𝑓ℎ 𝑑𝜇  
»
𝑀
B𝑋𝑓 𝑑𝜇.
Сильною похiдною при цьому буде радонiвська мiра 𝜈  ℎ  𝜇.
Наслiдок 4.4. Нехай мiра 𝜇 диференцiйовна за Скороходом вздовж ве-
кторного поля 𝑋 , а 𝜈 її слабка похiдна. Тодi якщо 𝑓 : 𝑀 Ñ R — обмежена
борелiвська функцiя, яка має рiвномiрно обмежену похiдну B𝑋𝑓 вздовж ве-
кторного поля 𝑋 , то для функцiї 𝑓 справедливою є формула iнтегрування
частинами (4.7).
Доведення. Якщо обмежена борелiвська функцiя 𝑓 є диференцiйовною
вздовж векторного поля 𝑋 , тодi для кожного 𝑠 P R функцiя 𝑓  Φ𝑠 також є
диференцiйовною вздовж 𝑋 i при цьому B𝑋p𝑓  Φ𝑠q  B𝑋𝑓  Φ𝑠. Врахувавши
обмеженiсть похiдної B𝑋𝑓 , отримуємо для всiх 𝑠 P R збiжнiсть (4.8).
З iншого боку за теоремою 4.2 маємо при кожному 𝑡 P R рiвнiсть:
»
𝑀
𝑓
 
Φ𝑡p𝑥q
 𝑓p𝑥q
𝑡
𝜇p𝑑𝑥q  1
𝑡
𝑡»
0
»
𝑀
𝑓
 
Φ𝑠p𝑥q

𝜈p𝑑𝑥q 𝑑𝑠.
Оскiльки внутрiшнiй iнтеграл є неперервним по 𝑠 (це випливає з того, що
𝑓 Φ𝑠 є обмеженою i неперервною по 𝑠 при кожному 𝑥 P𝑀 , i теореми Лебега),
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iснує границя:
lim
𝑡Ñ0
»
𝑀
𝑓
 
Φ𝑡p𝑥q
 𝑓p𝑥q
𝑡
𝜇p𝑑𝑥q  lim
𝑡Ñ0
1
𝑡
𝑡»
0
»
𝑀
𝑓
 
Φ𝑠p𝑥q

𝜈p𝑑𝑥q 𝑑𝑠 
»
𝑀
𝑓p𝑥q 𝜈p𝑑𝑥q.
Для завершення доведення залишилося використати рiвнiсть (4.8) для 𝑠  0.
Доведемо тепер ще одну корисну властивiсть диференцiйовностi.
Твердження 4.1. Нехай мiра 𝜇 є слабко диференцiйовною уздовж обме-
женого векторного поля 𝑋 , а борелiвська множина 𝑆 є такою, що потiк
Φ взаємно однозначний на R  𝑆. Тодi для кожного 𝐴 P ℬpRq виконується
рiвнiсть:
𝜇
 
Φ𝐴p𝑆q
  »
𝐴
𝑑𝑋𝜇
 
Φp8,𝑠sp𝑆q

𝑑𝑠.
Доведення. Вiзьмемо спочатку в якостi множини 𝐴 напiвiнтервал p𝑎, 𝑏s. Вра-
хувавши взаємну однозначнiсть Φ на R 𝑆, отримуємо:
Φ𝐴p𝑆q  Φp𝑎,𝑏sp𝑆q  Φp8,𝑏sp𝑆qzΦp8,𝑎sp𝑆q  Φ𝑏pr𝑆qzΦ𝑎pr𝑆q,
де r𝑆  Φp8,0sp𝑆q. Тодi, оскiльки Φ𝑎pr𝑆q  Φ𝑏pr𝑆q, за рiвнiстю (4.3) отримуємо:
𝜇
 
Φ𝐴p𝑆q
  𝜇 Φ𝑏pr𝑆q 𝜇 Φ𝑎pr𝑆q  𝑏»
𝑎
p𝑑𝑋𝜇q𝑠pr𝑆q 𝑑𝑠  »
𝐴
p𝑑𝑋𝜇q𝑠pr𝑆q 𝑑𝑠.
Необхiдна рiвнiсть для всiх борелiвських множин 𝐴 випливає з того факту, що
борелiвська 𝜎-алгебра може бути породжена напiвiнтервалами вигляду p𝑎, 𝑏s.
Твердження доведено.
4.4 Критерiй диференцiйовностi мiр за Скороходом
У даному пiдроздiлi доводиться основний результат роздiлу 4, а саме кри-
терiй слабкої диференцiйовностi борелiвської мiри уздовж обмеженого вектор-
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ного поля. Спочатку теорема доводиться для бiльш простого випадку банахо-
вого простору, а потiм для загального випадку банахового многовиду з рiвно-
мiрною структурою.
4.4.1 Доведення критерiю для випадку банахового простору
Теорема 4.3. Нехай 𝑀 — банахiв простiр, 𝜇 — знакозмiнна скiнченна
радонiвська мiра на 𝒜  ℬp𝑀q, 𝑋 — векторне поле класу 𝐶1 на 𝑀 . I нехай
iснує число 𝐿 ¡ 1 таке, що для кожної точки 𝑥 P𝑀 виконуються нерiвностi𝑋p𝑥q ¤ 𝐿, 𝑋 1p𝑥q ¤ 𝐿. Тодi мiра 𝜇 є диференцiйовною за Скороходом
вздовж 𝑋 в тому i тiльки тому разi, коли iснує таке число 𝛾 ¡ 0, що для
кожної множини 𝐴 P 𝒜 iснує таке 𝑐p𝐴q, що:
𝜇𝑡p𝐴q  𝜇p𝐴q ¤ 𝑐p𝐴q |𝑡|, @𝑡 P r𝛾, 𝛾s. (4.9)
Доведення.
ùñ: Нехай мiра 𝜇 диференцiйовна за Скороходом вздовж векторного поля 𝑋 .
Тодi за теоремою 4.2 iснує мiра 𝜈 на 𝒜 така, що для всiх 𝐴 P 𝒜 i всiх 𝑡 P R
виконується рiвнiсть
𝜇𝑡p𝐴q  𝜇p𝐴q  
𝑡»
0
𝜈𝑠p𝐴q 𝑑𝑠.
Звiдси для всiх 𝐴 P 𝒜 i 𝑡 P R отримуємо нерiвнiсть 𝜇𝑡p𝐴q  𝜇p𝐴q ¤ |𝑡|  }𝜈}.
Отже, можемо обрати довiльне 𝛾 ¡ 0, i для кожного 𝐴 P 𝒜 взяти 𝑐p𝐴q  }𝜈}.
ðù: Нехай мiра 𝜇 така, що виконується умова (4.9). За лемою 4.3 ця умова
рiвносильна тому, що iснує константа 𝐶 ¡ 0, така, що для всiх 𝑡 P r𝛾, 𝛾s
виконується нерiвнiсть
}𝜇𝑡  𝜇} ¤ 𝐶  |𝑡|.
Позначимо через 𝐽 вiдрiзок r𝛾, 𝛾s.
Випадок 1: Мiра 𝜇 має компактний носiй 𝑆. Оскiльки вiдображення потоку
Φ: R𝑀 Ñ𝑀 неперервне, то множина 𝐾  Φp𝐽  𝑆q є компактною, i при
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цьому для кожного 𝑡 P 𝐽 мiра 𝜇𝑡 зосереджена на Φ𝑡p𝑆q  𝐾.
При 𝑡 P 𝐽zt0u визначимо мiри 𝑛𝑡  𝜇𝑡  𝜇
𝑡

𝐾
, що є звуженнями мiр
𝜇𝑡  𝜇
𝑡
на 𝐾, i вiдповiднi функцiонали 𝐿𝑛𝑡 (див. (1.1)) на 𝐶𝑏p𝐾q. Тодi для кожного
𝑡 P 𝐽zt0u має мiсце нерiвнiсть }𝐿𝑛𝑡}  }𝑛𝑡} ¤ 𝐶, тобто
 
𝐿𝑛𝑡
 𝑡 P 𝐽zt0u( 
 𝐵
 
𝐶𝑏p𝐾q

𝐶 p0q. Оскiльки 𝐾 — метричний компакт, то 𝐶𝑏p𝐾q — сепарабель-
ний нормований простiр [25, с. 162]. Тому за теоремою Банаха-Алаоглу [30,
с. 218] 𝐵
 
𝐶𝑏p𝐾q

𝐶 p0q — компакт в -слабкiй топологiї в
 
𝐶𝑏p𝐾q

. Отже, iснує
послiдовнiсть 𝑡𝑛 ÝÝÝÑ
𝑛Ñ8
0 з 𝐽zt0u i лiнiйний функцiонал 𝐿 P  𝐶𝑏p𝐾q, такi, що
𝐿𝑛𝑡𝑛
-сл.ÝÝÝÑ
𝑛Ñ8
𝐿, }𝐿} ¤ 𝐶. Тобто для будь-якої функцiї 𝑓 P 𝐶𝑏p𝐾q має мiсце збi-
жнiсть 𝐿𝑛𝑡𝑛𝑓 ÝÝÝÑ𝑛Ñ8 𝐿𝑓 .
За теоремою Рiса [8, т. 2, с. 134] iснує радонiвська мiра 𝜈 на 𝐾, така, що
@𝑓 P 𝐶𝑏p𝐾q : 𝐿𝑓 
»
𝐾
𝑓 𝑑𝜈,
i при цьому }𝜈}  }𝐿} ¤ 𝐶. Зберiгши позначення, довизначаємо мiру 𝜈 нулем
на всю множину 𝑀 . При цьому 𝜈 є щiльною в 𝑀 та регулярною за [5, с. 25],
а отже, 𝜈 — радонiвська мiра.
Кожна функцiя 𝑓 з класу 𝐶C𝑏 p𝐾q однозначно представляється у виглядi
суми 𝑓  𝑢   𝑖𝑣, де 𝑢 та 𝑣 належать до 𝐶𝑏p𝐾q. Тому будь-який функцiонал
𝑙 P  𝐶𝑏p𝐾q можемо розглядати i для функцiй з класу 𝐶C𝑏 p𝐾q: 𝑙𝑓  𝑙𝑢  𝑖 𝑙𝑣.
Тодi 𝐿𝑡𝑛𝑓 ÝÝÝÑ𝑛Ñ8 𝐿𝑓 i для функцiй 𝑓 з класу 𝐶
C
𝑏 p𝐾q, тобто:
@𝑓 P 𝐶C𝑏 p𝐾q :
»
𝐾
𝑓 𝑑

𝜇𝑡𝑛  𝜇
𝑡𝑛


ÝÝÝÑ
𝑛Ñ8
»
𝐾
𝑓 𝑑𝜈. (4.10)
Нехай 𝑙 — дiйсний обмежений лiнiйний функцiонал на 𝑀 . Розглядаємо
функцiю 𝜓 : R𝑀 Ñ C:
𝜙p𝑠, 𝑥q  exp

𝑖 𝑙
 
Φ𝑠p𝑥q
	
.
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При фiксованому значеннi змiнної 𝑠 P R можемо також розглянути функцiю
𝜓𝑠 : 𝑀 Ñ C, 𝜓𝑠p𝑥q  𝜓p𝑠, 𝑥q. При цьому 𝜓𝑠 Φ𝑢  𝜓𝑠 𝑢 для всiх 𝑠, 𝑢 P R. Для
кожного 𝑥 P𝑀 функцiя 𝑠 ÞÑ 𝜓p𝑠, 𝑥q є диференцiйовною на R, а її похiдна
B
B𝑢

𝑢𝑠
𝜓p𝑢, 𝑥q   exp

𝑖 𝑙
 
Φ𝑠p𝑥q
	  𝑖 𝑙𝑋 Φ𝑠p𝑥q	
неперервна за сукупнiстю аргументiв 𝑠 та 𝑥 на R 𝑀 , а тому обмежена на
компактi r𝑡, 𝑡s  𝑆 деякою константою 𝐵p𝑡q ¡ 0 при кожному 𝑡 ¡ 0.
При кожному 𝑠 P R функцiя 𝜓𝑠 належить до класу 𝐶C𝑏 p𝑀q. Тодi
𝐿𝑡𝑛𝜓𝑠ÝÝÝÑ𝑛Ñ8 𝐿𝜓𝑠, тобто:
@𝑠 P R :
»
𝐾
𝜓𝑠 𝑑

𝜇𝑡𝑛  𝜇
𝑡𝑛


ÝÝÝÑ
𝑛Ñ8
»
𝐾
𝜓𝑠 𝑑𝜈. (4.11)
Зафiксуємо деяке 𝑠 P R i перетворимо лiву частину умови (4.11):»
𝐾
𝜓𝑠 𝑑

𝜇𝑡𝑛  𝜇
𝑡𝑛


 1
𝑡𝑛
»
𝑀
p𝜓𝑠  Φ𝑡𝑛  𝜓𝑠q 𝑑𝜇 
1
𝑡𝑛
»
𝑆
p𝜓𝑠 𝑡𝑛  𝜓𝑠q 𝑑𝜇.
Тодi, враховуючи диференцiйовнiсть 𝜓 по 𝑠 при кожному фiксованому 𝑥 P 𝑆 i
обмеженiсть похiдної, за теоремою Лебега про мажоровану збiжнiсть отриму-
ємо для всiх 𝑠 P R:»
𝐾
𝜓𝑠 𝑑

𝜇𝑡𝑛  𝜇
𝑡𝑛


 1
𝑡𝑛
»
𝑆
p𝜓𝑠 𝑡𝑛  𝜓𝑠q 𝑑𝜇 ÝÝÝÑ𝑛Ñ8
»
𝑆
B
B𝑢

𝑢𝑠
𝜓p𝑢, 𝑥q𝜇p𝑑𝑥q.
З рiвностi (4.11), одержуємо:
@𝑠 P R :
»
𝐾
𝜓𝑠 𝑑𝜈 
»
𝑆
B
B𝑢

𝑢𝑠
𝜓p𝑢, 𝑥q𝜇p𝑑𝑥q. (4.12)
Для кожного 𝑥 P 𝐾 функцiя 𝜓p𝑠, 𝑥q є неперервною по 𝑠 на R, i крiм того𝜓p𝑠, 𝑥q  1 скрiзь на областi визначення. Тодi за теоремою Лебега лiва части-
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на рiвностi (4.12) є неперервною на R, а тому iнтегровною вiдносно мiри Ле-
бега на R. Функцiя
B
B𝑢

𝑢𝑠
𝜓p𝑢, 𝑥q є неперервною за сукупнiстю аргументiв на
R𝑀 , а тому iнтегровною вiдносно мiри 𝜆b𝜇 на ℬpR𝑀q  ℬpRqbℬp𝑀q.
Зафiксуємо деяке число 𝑡 P R. Тодi за теоремою Фубiнi [8, т. 1, с. 219]
можемо коректно проiнтегрувати обидвi частини виразу (4.12) на промiжку
r0, 𝑡s, i при цьому замiнити порядок iнтегрування в правiй частинi:
𝑡»
0
»
𝐾
𝜓𝑠 𝑑𝜈 𝑑𝑠 
»
𝑆
𝑡»
0
B
B𝑢

𝑢𝑠
𝜓p𝑢, 𝑥q 𝑑𝑠 𝜇p𝑑𝑥q 
»
𝑆
p𝜓𝑡  𝜓0q 𝑑𝜇 

»
𝑀
p𝜓𝑡  𝜓0q 𝑑𝜇 
»
𝑀
𝜓0 𝑑p𝜇𝑡  𝜇q 
»
𝐾
𝜓0 𝑑p𝜇𝑡  𝜇q.
Позначивши через r𝐾p𝑡q компакт Φ r|𝑡|, |𝑡| s  𝐾 i перейшовши в лiвiй ча-
стинi рiвностi до мiр 𝜈𝑠  𝜈 Φ𝑠, зосереджених на Φ𝑠p𝐾q  r𝐾p𝑡q, отримуємо:
𝑡»
0
»
r𝐾p𝑡q
𝜓0 𝑑𝜈𝑠 𝑑𝑠 
»
𝐾
𝜓0 𝑑p𝜇𝑡  𝜇q.
Таким чином для всiх функцiоналiв 𝑙 P𝑀  виконується рiвнiсть
𝑡»
0
»
r𝐾p𝑡q
exp
 
𝑖 𝑙p𝑥q 𝜈𝑠p𝑑𝑥q 𝑑𝑠  »
𝐾
exp p𝑖 𝑙p𝑥q p𝜇𝑡  𝜇qp𝑑𝑥q.
Розглянемо тепер клас функцiй 𝑁  л.о. exp 𝑖 𝑙p𝑥q  𝑙 P𝑀 ( над полем
C, який є пiдмножиною 𝐶C𝑏
  r𝐾p𝑡q. Тодi для кожної функцiї 𝑓 з класу 𝑁 вико-
нується рiвнiсть
𝑡»
0
»
r𝐾p𝑡q
𝑓 𝑑𝜈𝑠 𝑑𝑠 
»
𝐾
𝑓 𝑑p𝜇𝑡  𝜇q. (4.13)
Клас 𝑁 є пiдалгеброю класу 𝐶C𝑏
  r𝐾p𝑡q комплекснозначних неперервних
функцiй на компактi r𝐾p𝑡q. При цьому вiн мiстить одиничну функцiю, а для
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кожної функцiї 𝑓 P 𝑁 функцiя 𝑓 також лежить в 𝑁 . Крiм того, 𝑁 роздiляє то-
чки простору r𝐾p𝑡q. Дiйсно, якщо 𝑥, 𝑦 P r𝐾p𝑡q, 𝑥  𝑦, i при цьому вони лiнiйно
незалежнi, то можемо задати лiнiйний неперервний функцiонал 𝑙 на л.о.t𝑥, 𝑦u
так, що 𝑙p𝑥q  0, 𝑙p𝑦q  1. Якщо ж вектори 𝑥 i 𝑦 є лiнiйно залежними, то мо-
жемо вибрати такий функцiонал 𝑙 на л.о.t𝑥u, що 𝑙p𝑥 𝑦q  2𝜋𝑘, 𝑘 P Z. В обох
випадках за теоремою Хана-Банаха [3, с. 201] функцiонал 𝑙 продовжується до
функцiоналу 𝐿 на 𝑀 , i exp
 
𝑖 𝐿p𝑥q  exp 𝑖 𝐿p𝑦q. Тодi за теоремою Стоуна-
Вейерштрасса [25, с. 160] множина 𝑁 є щiльною в 𝐶C𝑏
  r𝐾p𝑡qq. Це означає,
що для кожної функцiї 𝑓 P 𝐶C𝑏
  r𝐾p𝑡q iснує послiдовнiсть функцiй 𝑔𝑛 P 𝑁 ,
що рiвномiрно збiгається до 𝑓 . Тому, використовуючи теорему Лебега про ма-
жоровану збiжнiсть, граничним переходом отримуємо, що для всiх функцiй
𝑓 P 𝐶C𝑏
  r𝐾p𝑡q виконується рiвнiсть (4.13).
Для кожної функцiї 𝑓 P 𝐶𝑏p𝑀q i для кожного дiйсного 𝑡 звуження функцiї
𝑓 на компакт r𝐾p𝑡q належить до класу 𝐶C𝑏   r𝐾p𝑡q. Тому для всiх 𝑓 P 𝐶𝑏p𝑀q i
всiх 𝑡 P R маємо рiвнiсть
»
𝑀
𝑓 𝑑p𝜇𝑡  𝜇q 
»
𝐾
𝑓 𝑑p𝜇𝑡  𝜇q 
𝑡»
0
»
r𝐾p𝑡q
𝑓 𝑑𝜈𝑠 𝑑𝑠 
𝑡»
0
»
𝑀
𝑓  Φ𝑠 𝑑𝜈 𝑑𝑠.
Отримали рiвнiсть (4.4) для всiх 𝑓 P 𝐶𝑏p𝑀q i всiх 𝑡 P R. Тодi за теоремою
4.2 мiра 𝜇 диференцiйовна за Скороходом уздовж 𝑋 , а 𝜈 — її слабка похiдна.
Таким чином отримали, що якщо мiра 𝜇 зосереджена на компактi 𝑆 i для
неї виконується умова (4.9), то вона диференцiйовна уздовж векторного поля
𝑋 , i її слабка похiдна 𝜈 є радонiвською мiрою, що зосереджена на компактi
𝐾  Φ 𝐽  𝑆, де 𝐽  r𝛾, 𝛾s при 𝛾 з умови теореми. Однак в умовi теореми
ми могли взяти як завгодно мале 𝛾 ¡ 0, i внаслiдок єдиностi слабкої похiдної
отримана мiра 𝜈 буде тiєю ж самою. Отже, похiдна Скорохода 𝜈 насправдi
зосереджена на компактi 𝑆, як i мiра 𝜇. Крiм того, якщо 𝐶 — константа, така,
що для всiх дiйсних 𝑡 виконується нерiвнiсть }𝜇𝑡  𝜇} ¤ 𝐶  |𝑡|, то }𝜈} ¤ 𝐶.
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Випадок 2: Мiра 𝜇 довiльна. Оскiльки 𝜇 радонiвська, то для кожного 𝑛 P N
iснує компакт 𝑄𝑛 такий, що |𝜇|p𝑀z𝑄𝑛q   1
𝑛
. Розглянемо компакти 𝐾𝑛, 𝑛 P N:
𝐾1  𝑄1, 𝐾𝑛  Φ
 
2𝐽  p𝐾𝑛1 Y𝑄𝑛q

, 𝑛 ¥ 2.
I нехай 𝑆𝑛  Φp𝐽 𝐾𝑛q, 𝑛 P N.
Нехай 𝛿 — неперервно диференцiйовна невiд’ємна функцiя на R, носiй
якої зосереджений на r0, 𝛾s, i для якої
» 𝛾
0
𝛿p𝑡q 𝑑𝑡  1. При фiксованих 𝑛 P N та
𝑥 P𝑀 розглянемо функцiю 𝑠 ÞÑ 𝐼𝑆𝑛  Φ𝑥 на R, де 𝐼𝑆𝑛 — iндикаторна функцiя
множини 𝑆𝑛 на 𝑀 . Вона є обмеженою i борелiвською, а тому iнтегровною
вiдносно мiри Лебега. Тодi коректно розглянути функцiї 𝑓𝑛 : 𝑀 Ñ R, 𝑛 P N:
𝑓𝑛p𝑥q 
𝛾»
0
𝐼𝑆𝑛
 
Φp𝑠, 𝑥q 𝛿p𝑠q 𝑑𝑠.
Розглянемо мiру 𝑚  𝛿  𝜆 на ℬpRq, де 𝜆 — мiра Лебега. Тодi 𝑚 є диферен-
цiйовною по Фомiну вздовж всякого постiйного напрямку ℎ P R, причому її
похiдна 𝑑1𝑚 вздовж одиничного напрямку рiвна 𝑑1𝑚  𝛿1  𝜆 i так само, як i
мiра 𝜇, зосереджена на вiдрiзку r0, 𝛾s. Тодi функцiї 𝑓𝑛 можна записати так:
𝑓𝑛p𝑥q 
𝛾»
0
𝐼𝑆𝑛
 
Φ𝑥p𝑠q

𝑚p𝑑𝑠q  𝑚 Φ1𝑥 p𝑆𝑛q  𝑚 Φ1p𝑆𝑛q𝑥	.
При цьому Φ1p𝑆𝑛q P ℬpRb𝑀q  ℬpRq  ℬp𝑀q i за пропозицiєю 3.3.2(ii) [8,
т. 1] функцiї 𝑓𝑛 борелiвськi. Крiм того, для всiх 𝑛 P N i всiх 𝑥 P𝑀 :
𝑓𝑛
 
Φ𝑡p𝑥q
𝑓𝑛p𝑥q
𝑡
 𝑚
  
𝑠 P R  Φ𝑠 𝑡p𝑥q P 𝑆𝑛(𝑚  𝑠 P R Φ𝑠p𝑥q P 𝑆𝑛(
𝑡

 1
𝑡

𝑚
 
𝑢 P R Φ𝑢p𝑥q P 𝑆𝑛 ( 𝑡	𝑚 𝑠 P R  Φ𝑠p𝑥q P 𝑆𝑛 (		 ÝÝÑ
𝑡Ñ0
ÝÝÑ
𝑡Ñ0
𝑑1𝑚
 
𝑠 P R  Φ𝑠p𝑥q P 𝑆𝑛 (	  𝑑1𝑚 Φ1p𝑆𝑛q𝑥	.
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Тобто функцiї 𝑓𝑛, 𝑛 P N, є диференцiйовними вздовж векторного поля 𝑋 , i:
@𝑛 P N @𝑥 P𝑀 : 𝑑𝑋𝑓𝑛p𝑥q  𝑑1𝑚
 
Φ1p𝑆𝑛q

𝑥
	
.
Тодi при всiх 𝑛 P N i всiх 𝑥 P𝑀 виконується нерiвнiсть 𝑑𝑋𝑓𝑛p𝑥q ¤ }𝑑1𝑚}.
Помiтимо також, що при всiх 𝑛 P N i всiх 𝑥 P𝑀 має мiсце нерiвнiсть 0 ¤
¤ 𝑓𝑛p𝑥q ¤ 1, i при цьому 𝑓𝑛p𝑥q  1 при 𝑥 P 𝐾𝑛 i 𝑓𝑛p𝑥q  0 при 𝑥 R Φp2𝐽𝐾𝑛q.
Для кожного 𝑛 P N можна розглянути мiру 𝜇𝑛  𝑓𝑛  𝜇 на 𝒜, зосереджену
на компактi Φp2𝐽 𝐾𝑛q. Тодi для всiх 𝐴 P 𝒜 i всiх 𝑡 P 𝐽 маємо
𝜇𝑛 Φ𝑡p𝐴q 𝜇𝑛p𝐴q 

»
𝑀
𝑓𝑛 𝐼Φ𝑡p𝐴q 𝑑𝜇
»
𝑀
𝑓𝑛 𝐼𝐴 𝑑𝜇
 ¤
¤

»
𝑀
p𝑓𝑛  𝑓𝑛  Φ𝑡q 𝐼Φ𝑡p𝐴q 𝑑𝜇
 

»
𝑀
p𝑓𝑛  Φ𝑡q p𝐼𝐴  Φ𝑡q 𝑑𝜇
»
𝑀
𝑓𝑛 𝐼𝐴 𝑑𝜇
 ¤
¤
»
𝑀
|𝑡|  }𝑑1𝑚} 𝑑|𝜇|  

»
𝑀
𝑓𝑛 𝐼𝐴 𝑑p𝜇𝑡  𝜇q
 ¤ }𝜇𝑡  𝜇}   |𝑡|  }𝑑1𝑚}  }𝜇} ¤
¤ |𝑡|  p𝐶   }𝑑1𝑚}  }𝜇}q.
Введемо позначення 𝑁  2p𝐶 }𝑑1𝑚}  }𝜇}q, тодi для всiх 𝑛 P N i всiх 𝑡 P 𝐽
виконується нерiвнiсть
p𝜇𝑛q𝑡  𝜇𝑛 ¤ 𝑁 |𝑡| i за доведеним у випадку 1 мiри
𝜇𝑛 є диференцiйовними за Скороходом вздовж векторного поля 𝑋 i при цьому
для кожного 𝑛 P N мiра 𝜈𝑛  𝑑𝑋𝜇𝑛 є радонiвською i зосереджена на компактi
Φp2𝐽 𝐾𝑛q. Крiм того, для кожного 𝑛 P N має мiсце нерiвнiсть }𝜈𝑛} ¤ 𝑁 .
Оскiльки для всiх 𝑛 P N виконується включення 𝑄𝑛  𝐾𝑛, а також нерiв-
нiсть |𝜇|p𝑀z𝑄𝑛q   1
𝑛
, то |𝜇|p𝑀z𝐾𝑛q ÝÝÝÑ
𝑛Ñ8
0. Крiм того, оскiльки 𝑓𝑛 приймає
значення 1 на множинi 𝐾𝑛, то обмеження мiри 𝜇 на 𝐾𝑛 спiвпадає з обмежен-
ням мiри 𝜇𝑛 на 𝐾𝑛. Тодi:
}𝜇 𝜇𝑛}  |𝜇 𝑓𝑛  𝜇|p𝑀z𝐾𝑛q  |1 𝑓𝑛|  |𝜇|p𝑀z𝐾𝑛q ¤ |𝜇|p𝑀z𝐾𝑛q ÝÝÝÑ
𝑛Ñ8
0.
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Тобто мiри 𝜇𝑛 збiгаються до 𝜇 за варiацiєю.
Доведемо тепер, що для всiх 𝑛 P N при 𝑚 ¥ 3 обмеження мiр 𝜈𝑛 2 i 𝜈𝑛 𝑚
на 𝐾𝑛 спiвпадають, тобто 𝜈𝑛 2

𝐾𝑛
 𝜈𝑛 𝑚

𝐾𝑛
. Оскiльки послiдовнiсть множин
𝐾𝑛 зростає, то достатньо показати це для 𝑚  3.
Фiксуємо 𝑛 P N i беремо 𝐾 — замкнену, а тому i компактну множину
в 𝐾𝑛. Фiксуємо 𝜀 ¡ 0. Оскiльки всi мiри, що розглядаються, є борелiвськи-
ми, а тому i регулярними, то знайдеться така вiдкрита множина 𝑈  𝐾, що:
|𝜈𝑛 2|p𝑈z𝐾q   𝜀, |𝜈𝑛 3|p𝑈z𝐾q   𝜀. Оскiльки 𝑀 метричний простiр, то вiн
нормальний. Тодi за теоремою Урисона [23, с. 25] iснує неперервна функцiя
𝑧 : 𝑀 Ñ r0, 1s така, що 𝑧p𝑥q  1 при 𝑥 P 𝐾 i 𝑧p𝑥q  0 при 𝑥 R 𝑈 .
Розглянемо функцiю 𝑔 : 𝑀 Ñ r0, 1s, 𝑔p𝑥q  𝑓𝑛p𝑥q 𝑧p𝑥q. Вона неперервна
уздовж векторного поля 𝑋 i крiм того:$'''''&'''''%
𝑔p𝑥q  1, @𝑥 P 𝐾,
𝑔p𝑥q  0, @𝑥 R 𝑈 X Φp2𝐽 𝐾𝑛q,
𝑔p𝑥q P r 0, 1 s, iнакше.
(4.14)
Тодi оскiльки 𝐾𝑛 1  Φ
 
2𝐽  p𝐾𝑛 Y𝑄𝑛 1q
  Φp2𝐽 𝐾𝑛q, то 𝑔p𝑥q  0 ззовнi
𝐾𝑛 1. Тому при кожному фiксованому 𝑡 P 𝐽 носiй функцiї 𝑥 ÞÑ 𝑔
 
Φ𝑡p𝑥q

зо-
середжений на 𝐾𝑛 2. Тодi, враховуючи те, що 𝜇𝑛 3

𝐾𝑛 2
 𝜇 
𝐾𝑛 2
 𝜇𝑛 2

𝐾𝑛 2
,
для всiх 𝑡 P 𝐽 отримуємо:»
𝑀

𝑔
 
Φ𝑡p𝑥q
 𝑔p𝑥q	𝜇𝑛 2p𝑑𝑥q  »
𝐾𝑛 2

𝑔
 
Φ𝑡p𝑥q
 𝑔p𝑥q	𝜇𝑛 2p𝑑𝑥q 

»
𝐾𝑛 2

𝑔
 
Φ𝑡p𝑥q
 𝑔p𝑥q	𝜇𝑛 3p𝑑𝑥q  »
𝑀

𝑔
 
Φ𝑡p𝑥q
 𝑔p𝑥q	𝜇𝑛 3p𝑑𝑥q. (4.15)
Оскiльки мiри 𝜇𝑛 2 та 𝜇𝑛 3 диференцiйовнi за Скороходом уздовж 𝑋 , то з
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рiвностi (4.15) i умови 4 теореми 4.2 для всiх 𝑡 P 𝐽 отримуємо рiвнiсть
𝑡»
0
»
𝑀
𝑔
 
Φ𝑠p𝑥q

𝜈𝑛 2p𝑑𝑥q 𝑑𝑠 
𝑡»
0
»
𝑀
𝑔
 
Φ𝑠p𝑥q

𝜈𝑛 3p𝑑𝑥q 𝑑𝑠. (4.16)
Оскiльки при кожному 𝑥 P 𝑀 функцiя 𝑠 ÞÑ 𝑔 Φ𝑠p𝑥q неперервна на R i
обмежена одиницею, то за теоремою Лебега функцiї 𝑠 ÞÑ
»
𝑀
𝑔
 
Φ𝑠p𝑥q

𝑑𝜈𝑛 2
та 𝑠 ÞÑ
»
𝑀
𝑔
 
Φ𝑠p𝑥q

𝑑𝜈𝑛 3 неперервнi на R. Тодi рiвнiсть (4.16) можна проди-
ференцiювати в точцi 𝑡  0, звiдки отримуємо рiвнiсть:»
𝑀
𝑔p𝑥q 𝜈𝑛 2p𝑑𝑥q 
»
𝑀
𝑔p𝑥q 𝜈𝑛 3p𝑑𝑥q.
Використавши умови (4.14), отримуємо нерiвнiсть:
p𝜈𝑛 2  𝜈𝑛 3qp𝐾q 

»
 
𝑈XΦp2𝐽𝐾𝑛q

z𝐾
𝑔 𝑑p𝜈𝑛 2  𝜈𝑛 3q
 ¤ |𝜈𝑛 2  𝜈𝑛 3|p𝑈z𝐾q   2 𝜀.
Оскiльки 𝜀 обирали довiльне, то отримали, що для будь-якої замкненої
множини 𝐾  𝐾𝑛 справедлива рiвнiсть 𝜈𝑛 2p𝐾q  𝜈𝑛 3p𝐾q. Тодi, рiвнiсть ви-
конується для кожної борелiвської множини 𝐴  𝐾𝑛. Отже, при всiх 𝑛 P N i
при 𝑚 ¥ 3: 𝜈𝑛 2

𝐾𝑛
 𝜈𝑛 𝑚

𝐾𝑛
.
Розглянемо мiру 𝜈 на 𝒜:
@𝐴 P 𝒜 : 𝜈p𝐴q 
8¸
𝑛1
𝜈𝑛 2
 
𝐴X p𝐾𝑛z𝐾𝑛1q

, де 𝐾0  ∅.
Для всiх множин 𝐴 P 𝒜 цей ряд збiгається абсолютно, бо для всiх 𝑚 P N має
мiсце нерiвнiсть:
?¸?
𝑛1
𝜈𝑛 2 𝐴X p𝐾𝑛z𝐾𝑛1q ¤ ?¸?
𝑛1
𝜈𝑛 2p𝐾𝑛z𝐾𝑛1q  |𝜈𝑚 2|p𝐾𝑚q ¤ }𝜈𝑚 2} ¤ 𝑁.
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Тодi за теоремою Нiкодима [5, теор. 1.2.18] мiра 𝜈 визначена коректно.
Вiзьмемо множину 𝐴 P ℬp𝑀q, 𝐴  𝐾𝑛 при деякому 𝑛 P N. Тодi:
𝜈p𝐴q 
8¸
𝑚1
𝜈𝑚 2
 
𝐴X p𝐾𝑚z𝐾𝑚1q
  ?¸?
𝑚1
𝜈𝑚 2
 
𝐴X p𝐾𝑚z𝐾𝑚1q
 

?¸?
𝑚1
𝜈𝑛 2
 
𝐴X p𝐾𝑚z𝐾𝑚1q
  𝜈𝑛 2p𝐴X𝐾𝑛q  𝜈𝑛 2p𝐴q.
Якщо при цьому 𝐴 є пiдмножиною 𝐾𝑛1, то Φ𝑠p𝐴q  𝐾𝑛 для всiх 𝑠 P r0, 𝑡s,
тому, оскiльки 𝜇

𝐾𝑛 2
 𝜇𝑛 2

𝐾𝑛 2
, а мiра 𝜇𝑛 2 диференцiйовна, то за теоре-
мою 4.2 маємо рiвнiсть
𝜇𝑡p𝐴q  𝜇p𝐴q  𝜇𝑛 2
 
Φ𝑡p𝐴q
 𝜇𝑛 2p𝐴q  𝑡»
0
 
𝜈𝑛 2q𝑠p𝐴q 𝑑𝑠 

𝑡»
0
𝜈𝑛 2
 
Φ𝑠p𝐴q

𝑑𝑠 
𝑡»
0
𝜈
 
Φ𝑠p𝐴q

𝑑𝑠 
𝑡»
0
𝜈𝑠p𝐴q 𝑑𝑠.
(4.17)
Доведемо тепер, що для кожного 𝑡 P 𝐽 i кожного 𝐴 P 𝒜 мають мiсце
збiжностi:
𝜇𝑡p𝐴q  lim
𝑛Ñ8
𝜇𝑡
 
𝐴X𝐾𝑛

, 𝜈𝑡p𝐴q  lim
𝑛Ñ8
𝜈𝑡
 
𝐴X𝐾𝑛

,
причому обидвi збiжностi є рiвномiрними по 𝐴 P 𝒜. Перша рiвнiсть:
𝜇𝑡p𝐴q  𝜇𝑡p𝐴X𝐾𝑛q  𝜇𝑡p𝐴z𝐾𝑛q  𝜇 Φ𝑡p𝐴qzΦ𝑡p𝐾𝑛q ¤
¤ |𝜇| Φ𝑡p𝐴qzΦ𝑡p𝐾𝑛q ¤ |𝜇|p𝑀z𝐾𝑛1q   1
𝑛 1 ÝÝÝÑ𝑛Ñ8 0.
Друга: 𝜈𝑡p𝐴q  𝜈𝑡p𝐴X𝐾𝑛q  𝜈 Φ𝑡p𝐴qzΦ𝑡p𝐾𝑛q

 8¸
𝑚1
𝜈𝑚 2
 
Φ𝑡p𝐴qzΦ𝑡p𝐾𝑛q
X p𝐾𝑚z𝐾𝑚1q	.
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Але для всiх 𝑛 P N при 𝑘 ¤ 𝑛  1 має мiсце включення 𝐾𝑘  Φ𝑡p𝐾𝑛q, тому
множина
 
Φ𝑡p𝐴qzΦ𝑡p𝐾𝑛q
X p𝐾𝑚z𝐾𝑚1q є непустою лише при 𝑚 ¥ 𝑛. Тодi:
𝜈𝑡p𝐴q  𝜈𝑡p𝐴X𝐾𝑛q ¤ 8¸
𝑚𝑛
|𝜈𝑚 2|p𝐾𝑚z𝐾𝑚1q
— прямує до 0, оскiльки ряд
8°
𝑚1
|𝜈𝑚 2|p𝐾𝑚z𝐾𝑚1q збiгається.
Отже, для кожного 𝐴 P 𝒜 i кожного 𝑡 P 𝐽 справджується рiвнiсть:
𝜇𝑡p𝐴q  𝜇p𝐴q  lim
𝑛Ñ8

𝜇𝑡
 
𝐴X𝐾𝑛
 𝜇 𝐴X𝐾𝑛	  rрiвн. (4.17)s 
 lim
𝑛Ñ8
𝑡»
0
𝜈𝑠p𝐴X𝐾𝑛q 𝑑𝑠 
𝑡»
0
lim
𝑛Ñ8
𝜈𝑠p𝐴X𝐾𝑛q 𝑑𝑠 
𝑡»
0
𝜈𝑠p𝐴q 𝑑𝑠.
Зрозумiло, що тодi отримана рiвнiсть виконується i для всiх 𝑡 P R (доста-
тньо записати 𝑡 у виглядi суми 𝑡  𝑚𝛾   𝛿, де 𝑚 P Z, |𝛿|   𝛾, 𝑚 i 𝛿 одного
знаку з 𝑡).
Отримали умову 2 теореми 4.2 для всiх 𝐴 P 𝒜 i 𝑡 P R. Отже, мiра 𝜇 є
диференцiйовною за Скороходом уздовж 𝑋 , а її слабкою похiдною є мiра 𝜈.
Те, що мiра 𝜈 є радонiвською, випливає з того, що 𝜈p𝐴 X𝐾𝑛q рiвномiрно
по 𝐴 з 𝒜 збiгається до 𝜈p𝐴q, а тому |𝜈| 𝑀z𝐾𝑛 прямує до нуля i мiра 𝜈
є щiльною. З урахуванням того, що кожна борелiвська мiра є регулярною,
отримуємо радоновiсть мiри 𝜈.
При доведеннi умови достатностi теореми 4.3 було показано не тiльки те,
що мiра 𝜇 є диференцiйовною вздовж векторного поля 𝑋 , але i те, що слаб-
ка похiдна мiри 𝜇 є радонiвською мiрою. Таким чином має мiсце наступний
наслiдок.
Наслiдок 4.5. Якщо радонiвська мiра 𝜇 диференцiйовна за Скороходом
вздовж векторного поля 𝑋 , то її слабка похiдна також радонiвська.
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4.4.2 Доведення критерiю для випадку банахового многовиду з рiвно-
мiрною структурою
Теорема 4.4. Нехай банахiв многовид 𝑀 з рiвномiрним атласом Ω 
  p𝑈𝛼, 𝜙𝛼q( допускає розбиття одиницi класу 𝐶1, 𝑋 — векторне поле класу
𝐶1𝑏 p𝑀q, 𝜇 — знакозмiнна скiнченна радонiвська мiра на 𝒜  ℬp𝑀q. Тодi мiра
𝜇 диференцiйовна за Скороходом вздовж 𝑋 в тому i тiльки тому разi, коли
iснує таке число 𝛾 ¡ 0, що для кожного 𝐴 P 𝒜 iснує 𝑐p𝐴q таке, що:
𝜇𝑡p𝐴q  𝜇p𝐴q ¤ 𝑐p𝐴q |𝑡|, @𝑡 P r𝛾, 𝛾s. (4.18)
Доведення.
ùñ: Повторює доведення вiдповiдної частини теореми 4.3.
ðù: Нехай мiра 𝜇 така, що виконується умова (4.18). За лемою 4.3 ця умова
рiвносильна тому, що iснує константа 𝐶 ¡ 0, така, що для всiх 𝑡 P r𝛾, 𝛾 s
виконується нерiвнiсть
}𝜇𝑡  𝜇} ¤ 𝐶  |𝑡|.
Випадок 1: Мiра 𝜇 має компактний носiй 𝑆. Нехай 𝑟 — константа з озна-
чення рiвномiрного атласу для Ω, а 𝐿 — константа з означення обмеженого
векторного поля для 𝑋 . За лемою 4.1 будуємо пiдатлас
 p𝑉𝛼, 𝜙𝛼q(, де
𝑉𝛼 
!
𝑥 P 𝑈𝛼
 𝐵𝐸𝑟
2
 
𝜙𝛼p𝑥q
  𝜙𝛼p𝑈𝛼q)0,
i при цьому 𝑉𝛼  𝑈𝛼 для кожного 𝛼. Крiм того, при 𝑎  min
"
𝑟
6
,
1
2
*
, 𝑏  
  𝑎 
maxt𝐿, 1u2 для кожного 𝛼 потiк Φ𝛼 є визначеним на p𝑏, 𝑏q𝐵𝐸𝑎  𝜙𝛼p𝑉𝛼q
i набуває значень в 𝐵𝐸𝑟
2
 
𝜙𝛼p𝑉𝛼q
  𝜙p𝑈𝛼q. Вiзьмемо 𝑏 також меншим за 𝛾 i
позначимо через 𝐼𝑏 промiжок p𝑏, 𝑏q  R, 𝐼𝑏  r𝑏, 𝑏s.
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Для кожної карти p𝑈𝛼, 𝜙𝛼q P Ω введемо такi позначення:
𝑊𝛼  𝐵𝐸𝑎
2
 
𝜙𝛼p𝑉𝛼q

, 𝑇𝛼  𝐵𝐸𝑎
 
𝜙𝛼p𝑉𝛼q

.
При цьому𝑊 𝛼  𝐵𝐸𝑎
 
𝜙𝛼p𝑉𝛼q
  𝑇𝛼  𝜙𝛼p𝑈𝛼q, i на 𝐼𝑏𝑇𝛼 визначено потiк Φ𝛼.
Легко показати, що для кожного 𝛼 має мiсце також включення 𝜙𝛼p𝑉 𝛼q  𝑊𝛼.
Мiра 𝜇 зосереджена на компактi 𝑆. Оскiльки Φ є неперервним вiдображе-
нням, множина 𝐾  Φ 𝐼𝑏  𝑆 також компактна, i для кожного 𝑡 P 𝐼𝑏 мiра 𝜇𝑡
зосереджена на Φ𝑡p𝑆q  𝐾.
Компактною є також множина r𝐾  Φp𝐼𝑏  𝐾q, тому iснує така скiн-
ченна пiдмножина 𝑃 множини iндексiв t𝛼u, що r𝐾 покривається множина-
ми
 
𝑉𝑗 | 𝑗 P 𝑃
(
. Розглянемо вiдкрите покриття
 
𝑉𝑗 | 𝑗 P 𝑃
( Y  𝑉𝛼z r𝐾 | 𝛼 R 𝑃(
многовиду 𝑀 i вiзьмемо таке розбиття одиницi tℎ𝛼u класу 𝐶1 (це можливо,
скiльки 𝑀 допускає 𝐶1-розбиття одиницi), що при 𝛼 P 𝑃 : suppℎ𝛼  𝑉𝛼, i при
𝛼 R 𝑃 : suppℎ𝛼  𝑉𝛼z r𝐾. При цьому для кожного 𝑥 P r𝐾 виконується рiвнiсть
¸
𝛼
ℎ𝛼p𝑥q 
¸
𝛼P𝑃
ℎ𝛼p𝑥q  1.
Взявши 𝐼𝑏 в якостi вiдрiзку 𝐽 i повторивши першу частину доведення
вiдповiдної частини теореми 4.3, одержуємо таку послiдовнiсть 𝑡𝑛 ÝÝÝÑ
𝑛Ñ8
0 з
𝐼𝑏zt0u та мiру 𝜈 на ℬp𝑀q з носiєм на 𝐾 i з }𝜈} ¤ 𝐶, для яких виконується
умова:
@𝑓 P 𝐶C𝑏 p𝐾q :
»
𝐾
𝑓 𝑑

𝜇𝑡𝑛  𝜇
𝑡𝑛


ÝÝÝÑ
𝑛Ñ8
»
𝐾
𝑓 𝑑𝜈. (4.19)
Розглянемо образи мiри 𝜈 в картах: для кожного 𝛼 P 𝑃 визначаємо мiру
𝜈𝛼  𝜈𝑈𝛼𝜙1𝛼 на ℬ 𝜙𝛼p𝑈𝛼q, при цьому носiй 𝜈𝛼 зосереджений на 𝜙𝛼p𝐾X𝑈𝛼q.
Зафiксуємо деяку карту p𝑈𝛼, 𝜙𝛼q P Ω при 𝛼 P 𝑃 i введемо до розгляду мiри
𝑚𝛼𝑡 , 𝑡 P 𝐼𝑏, на ℬp𝑇𝛼q, що є образами мiр 𝜇𝑡𝜙1𝛼 p𝑇𝛼q при вiдображеннi 𝜙𝛼, тобто
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для кожної множини 𝐴 P ℬp𝑇𝛼q:
𝑚𝛼𝑡 p𝐴q  𝜇𝑡
 
𝜙1𝛼 p𝐴q
  𝜇Φ𝑡 𝜙1𝛼 p𝐴q	  𝜇𝜙1𝛼  Φ𝛼𝑡 p𝐴q	,
𝑚𝛼p𝐴q  𝑚𝛼0 p𝐴q  𝜇
 
𝜙1𝛼 p𝐴q

.
При цьому, оскiльки для кожного 𝑡 P 𝐼𝑏 мiра 𝜇𝑡 зосереджена на множи-
нi Φ𝑡p𝑆q, то мiра 𝑚𝛼𝑡 зосереджена на множинi 𝑇𝛼 X 𝜙𝛼
 
𝑈𝛼 X Φ𝑡p𝑆q
 
 𝑇𝛼 X 𝜙𝛼p𝑈𝛼 X𝐾q.
Нехай r𝑓 — функцiя з 𝐶C𝑏  𝑊 𝛼 X 𝜙𝛼p𝐾 X 𝑈𝛼q, причому r𝑓 приймає нульо-
ве значення на p𝑊 𝛼z𝑊𝛼q X 𝜙𝛼p𝐾 X 𝑈𝛼q. Тодi вiдповiдна функцiя 𝑓  r𝑓  𝜙𝛼
на 𝜙1𝛼 p𝑊 𝛼q X𝐾 дорiвнює нулю на 𝜙1𝛼 p𝑊 𝛼z𝑊𝛼q X𝐾, i її можна неперерв-
но довизначити нулем на весь компакт 𝐾. Отримана таким чином функцiя 𝐹
належить до класу 𝐶C𝑏 p𝐾q, тому для неї справедлива умова (4.19). Врахову-
ючи, що 𝐹 приймає нульове значення за межами множини 𝜙1𝛼 p𝑊𝛼q X 𝐾, i
повертаючись до карти, отримуємо:
lim
𝑛Ñ8
»
𝜙𝛼
 
𝐾X𝜙1𝛼 p𝑊𝛼q

r𝑓 𝑑𝑚𝛼𝑡𝑛 𝑚𝛼
𝑡𝑛



»
𝜙𝛼
 
𝐾X𝜙1𝛼 p𝑊𝛼q

r𝑓 𝑑𝜈𝛼. (4.20)
Отже, для будь-якої функцiї r𝑓 P 𝐶C𝑏  𝑊 𝛼 X 𝜙𝛼p𝐾 X 𝑈𝛼q, що приймає ну-
льове значення на p𝑊 𝛼z𝑊𝛼q X 𝜙𝛼p𝐾 X 𝑈𝛼q, справедлива рiвнiсть (4.20).
Покажемо, що iснує таке 𝑡𝛼 P 𝐼𝑏, що Φ𝑡p r𝐾 X 𝑉 𝛼q  𝜙1𝛼 p𝑊𝛼q для всiх
𝑡 P p𝑡𝛼, 𝑡𝛼q. Нехай це не так. Тодi iснує послiдовнiсть 𝜏𝑛 ÝÝÝÑ
𝑛Ñ8
0 i послi-
довнiсть t𝑦𝑛 | 𝑛 P Nu  r𝐾 X 𝑉 𝛼 такi, що Φp𝜏𝑛, 𝑦𝑛q R 𝜙1𝛼 p𝑊𝛼q для кожного
𝑛 P N. Завдяки компактностi r𝐾 X 𝑉 𝛼 iснує пiдпослiдовнiсть t𝑦𝑛𝑘u, збiжна
до деякого 𝑦 P r𝐾 X 𝑉 𝛼. Вiдображення Φ є неперервним на R  𝑀 , тому
Φp𝜏𝑛𝑘, 𝑦𝑛𝑘q ÝÝÝÑ
𝑘Ñ8
Φp0, 𝑦q  𝑦 P 𝑉 𝛼. Але 𝜙1𝛼 p𝑊𝛼q — вiдкрита множина, то-
му оскiльки Φp𝜏𝑛𝑘, 𝑦𝑛𝑘q R 𝜙1𝛼 p𝑊𝛼q при всiх 𝑘, то i границя 𝑦 R 𝜙1𝛼 p𝑊𝛼q.
Отримали суперечнiсть з включенням 𝑉 𝛼  𝜙1𝛼 p𝑊𝛼q. Отже, шукане 𝑡𝛼 iснує.
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Позначимо через 𝐼𝛼 промiжок p𝑡𝛼, 𝑡𝛼q, тодi
Φ
 
𝐼𝛼  p r𝐾 X 𝑉 𝛼q  𝜙1𝛼 p𝑊𝛼q. (4.21)
Нехай 𝑙 — дiйснозначний обмежений лiнiйний функцiонал на 𝐸. Для ко-
жного 𝑠 P 𝐼𝛼, розглянемо функцiю r𝜓𝑠 : 𝑇𝛼 X 𝜙𝛼p r𝐾 X 𝑈𝛼q Ñ C:
r𝜓𝑠p𝑥q  exp𝑖 𝑙 Φ𝛼𝑠p𝑥q	 pℎ𝛼  𝜙1𝛼 q Φ𝛼𝑠p𝑥q.
Оскiльки suppℎ𝛼  𝑉𝛼, функцiя rℎ𝛼  ℎ𝛼  𝜙1𝛼 : 𝜙𝛼p𝑈𝛼q Ñ R є нульовою за ме-
жами 𝜙𝛼p𝑉𝛼q. Зафiксуємо деяке 𝑠 P 𝐼𝛼, тодi функцiя r𝜓𝑠 є нульовою за межами
𝜙𝛼
 
Φ𝑠p𝑉𝛼q

. Розглянемо звуження функцiї r𝜓𝑠 на множину 𝑊 𝛼 X 𝜙𝛼p𝐾 X 𝑈𝛼q.
Оскiльки 𝑠 P 𝐼𝛼, iз включення (4.21) маємо:
𝐾 X Φ𝑠p𝑉𝛼q  Φ𝑠
 
Φ𝑠p𝐾q X 𝑉𝛼
  𝜙1𝛼 p𝑊𝛼q.
Тому, якщо 𝑥 P p𝑊 𝛼z𝑊𝛼q X 𝜙𝛼p𝐾 X 𝑈𝛼q, то 𝑥 R 𝜙𝛼
 
Φ𝑠p𝑉𝛼q

i r𝜓𝑠p𝑥q  0. Тодi
для функцiї r𝜓𝑠 справедлива рiвнiсть (4.20). Оскiльки 𝑠 𝑡𝑛 P 𝐼𝛼 при 𝑛, бiльших
за деяке 𝑁 , iз включення (4.21) одержуємо:
Φ𝑠
  r𝐾 X 𝑉 𝛼  𝜙1𝛼 p𝑊𝛼q, (4.22а)
Φ𝑠 𝑡𝑛
  r𝐾 X 𝑉 𝛼  𝜙1𝛼 p𝑊𝛼q, @𝑛 ¡ 𝑁. (4.22б)
Розпишемо функцiонали з лiвої частини рiвностi (4.20) для функцiї r𝜓𝑠:»
𝜙𝛼p𝐾X𝜙1𝛼 p𝑊𝛼qq
r𝜓𝑠 𝑑𝑚𝛼𝑡𝑛 𝑚𝛼
𝑡𝑛



»
𝐾X𝜙1𝛼 p𝑊𝛼q
r𝜓𝑠  𝜙𝛼 𝑑𝜇𝑡𝑛  𝜇
𝑡𝑛



 1
𝑡𝑛
 »
Φ𝑡𝑛p𝐾X𝜙1𝛼 p𝑊𝛼qq
r𝜓𝑠  𝜙𝛼  Φ𝑡𝑛 𝑑𝜇 »
𝐾X𝜙1𝛼 p𝑊𝛼q
r𝜓𝑠  𝜙𝛼 𝑑𝜇
fiffiffifl .
(4.23)
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Мiра 𝜇 зосереджена на 𝑆, тому в другому iнтегралi можемо звузити мно-
жину iнтегрування до 𝑆 X 𝜙1𝛼 p𝑊𝛼q. Перетворимо тепер i перший iнтеграл при
𝑛 ¡ 𝑁 . Оскiльки supp r𝜓𝑠  𝜙𝛼 Φ𝑠p𝑉𝛼q, то suppp r𝜓𝑠  𝜙𝛼  Φ𝑡𝑛q  Φ𝑠 𝑡𝑛p𝑉𝛼q,
i множину iнтегрування можна замiнити її перетином з Φ𝑠 𝑡𝑛p𝑉𝛼q, що рiв-
ний Φ𝑠 𝑡𝑛
 
𝑉𝛼 X Φ𝑠p𝐾q

(оскiльки Φ𝑠
 
𝑉𝛼 X Φ𝑠p𝐾q
  𝜙1𝛼 p𝑊𝛼q за умовою
(4.22а)). Помiтимо тепер, що r𝜓𝑠 𝜙𝛼 Φ𝑡𝑛  𝜓𝑠 𝑡𝑛 𝜙𝛼 на множинi, де обидвi
частини мають змiст. Оскiльки Φ𝑠 𝑡𝑛
 
𝑉𝛼 X Φ𝑠p𝐾q
  𝜙1𝛼 p𝑊𝛼q при 𝑛 ¡ 𝑁 ,
вказана рiвнiсть справедлива i на множинi Φ𝑠 𝑡𝑛
 
𝑉𝛼XΦ𝑠p𝐾q

, отже, перший
iнтеграл можна брати з пiдiнтегральною функцiєю 𝜓𝑠 𝑡𝑛  𝜙𝛼. Врахуємо те-
пер, що мiра 𝜇 зосереджена на 𝑆, i звузимо множину Φ𝑡𝑛p𝐾q до 𝑆. I нарештi,
оскiльки функцiя 𝜓𝑠 𝑡𝑛  𝜙𝛼 нульова ззовнi множини Φ𝑠 𝑡𝑛p𝑉𝛼q, знову викори-
ставши включення (4.22б), розширюємо множину Φ𝑠 𝑡𝑛p𝑉𝛼q X 𝑆 до множини
𝜙1𝛼 p𝑊𝛼q X 𝑆, на якiй пiдiнтегральна функцiя також має змiст. Таким чином,
рiвнiсть (4.23) при 𝑛 ¡ 𝑁 перетворюється у таку:
»
𝜙𝛼p𝐾X𝜙1𝛼 p𝑊𝛼qq
r𝜓𝑠 𝑑𝑚𝛼𝑡𝑛 𝑚𝛼
𝑡𝑛


 1
𝑡𝑛
 »
𝜙1𝛼 p𝑊𝛼qX𝑆
𝜓𝑠 𝑡𝑛  𝜙𝛼 𝑑𝜇 »
𝜙1𝛼 p𝑊𝛼qX𝑆
r𝜓𝑠  𝜙𝛼 𝑑𝜇
fiffifl 
 1
𝑡𝑛
»
𝑆X𝜙1𝛼 p𝑊𝛼q
p𝜓𝑠 𝑡𝑛  r𝜓𝑠q  𝜙𝛼 𝑑𝜇  »
𝜙𝛼p𝑆X𝜙1𝛼 p𝑊𝛼qq
𝜓𝑠 𝑡𝑛  r𝜓𝑠
𝑡𝑛
𝑑𝑚𝛼. (4.24)
Функцiї 𝜓𝑢p𝑥q при кожному фiксованому 𝑥 P 𝑇𝛼 X 𝜙𝛼p r𝐾 X 𝑈𝛼q є диферен-
цiйовними по 𝑢 на 𝐼𝛼 i при цьому для кожного 𝑝 P 𝐼𝛼:
B
B𝑢

𝑢𝑝
𝜓𝑢p𝑥q   exp𝑖 𝑙 Φ𝛼𝑝p𝑥q	


𝑖ℎ𝛼 Φ𝛼𝑝p𝑥q 𝑙𝑋𝛼 Φ𝛼𝑝p𝑥q	 ℎ𝛼1 Φ𝛼𝑝p𝑥q𝑋𝛼 Φ𝛼𝑝p𝑥q.
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Тодi для кожного 𝑥 P 𝜙𝛼
 
𝑆 X 𝜙1𝛼 p𝑊𝛼q

має мiсце збiжнiсть
𝜓𝑠 𝑡𝑛  r𝜓𝑠
𝑡𝑛


p𝑥q ÝÝÝÑ
𝑛Ñ8
B
B𝑢

𝑢𝑠
𝜓𝑢p𝑥q,
i крiм того, при всiх 𝑛 ¡ 𝑁 виконується нерiвнiсть:
𝜓𝑠 𝑡𝑛  r𝜓𝑠𝑡𝑛


p𝑥q
 ¤ sup
𝜉P𝐼𝛼
 BB𝑢 𝑢𝜉 𝜓𝑢 𝑥q
 ¤ }𝑙}  𝐿 max𝑧P𝐴 ℎ𝛼1p𝑧q  𝐿,
де 𝐴  Φ𝛼

𝐼𝛼  𝜙𝛼
 
𝑆 X 𝜙1𝛼 p𝑊 𝛼q
	
— компакт, а тому вказаний максимум
iснує. Отже, за теоремою Лебега з рiвностi (4.24) маємо:»
𝜙𝛼p𝐾X𝜙1𝛼 p𝑊𝛼qq
r𝜓𝑠 𝑑𝑚𝛼𝑡𝑛 𝑚𝛼
𝑡𝑛


ÝÝÝÑ
𝑛Ñ8
»
𝜙𝛼p𝑆X𝜙1𝛼 p𝑊𝛼qq
B
B𝑢

𝑢𝑠
𝜓𝑢p𝑥q𝑚𝛼p𝑑𝑥q.
З iншого боку, врахувавши умову (4.20) для функцiї 𝜓𝑠, отримуємо рiвнiсть:»
𝜙𝛼p𝑆X𝜙1𝛼 p𝑊𝛼qq
B
B𝑢

𝑢𝑠
𝜓𝑢p𝑥q𝑚𝛼p𝑑𝑥q  »
𝜙𝛼p𝐾X𝜙1𝛼 p𝑊𝛼qq
r𝜓𝑠 𝑑𝜈𝛼. (4.25)
Оскiльки ми брали довiльне 𝑠 P 𝐼𝛼, рiвнiсть (4.25) виконується для всiх
𝑠 P 𝐼𝛼. Для кожного 𝑥 P 𝜙𝛼
 
𝐾 X 𝜙1𝛼 p𝑊𝛼q

функцiя 𝜓𝑠p𝑥q є неперервною по 𝑠
на 𝐼𝛼, i крiм того всюди на областi визначення:
𝜓𝑠p𝑥q ¤ 1. Тодi за теоремою
Лебега права частина рiвностi (4.25) є неперервною на 𝐼𝛼, а тому iнтегровною
вiдносно мiри Лебега 𝜆.
Функцiя
B
B𝑢

𝑢𝑠
𝜓𝑢p𝑥q є неперервною за сукупнiстю аргументiв на мно-
жинi 𝐼𝛼  𝜙𝛼
 
𝑆 X 𝜙1𝛼 p𝑊𝛼q

, а тому iнтегровною вiдносно мiри 𝜆 b 𝑚𝛼, де
𝜆 — мiра Лебега на R. Тому за теоремою Фубiнi [8, т. 1, с. 219] можна коре-
ктно проiнтегрувати лiву частину виразу (4.25) на промiжку r0, 𝑡s при кожному
𝑡 P 𝐼𝛼, i при цьому замiнити порядок iнтегрування. Таким чином, проiнтегру-
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вавши обидвi частин рiвностi (4.25), для кожного 𝑡 P 𝐼𝛼 отримуємо рiвнiсть:
𝑡»
0
»
𝜙𝛼
 
𝐾X𝜙1𝛼 p𝑊𝛼q

r𝜓𝑠 𝑑𝜈𝛼 𝑑𝑠  »
𝜙𝛼
 
𝑆X𝜙1𝛼 p𝑊𝛼q

𝜓𝑡 𝑑𝑚𝛼  »
𝜙𝛼
 
𝑆X𝜙1𝛼 p𝑊𝛼q

𝜓0 𝑑𝑚𝛼. (4.26)
Перетворимо тепер перший iнтеграл правої частини останньої рiвностi.
Врахувавши, що supp𝜓𝑡  𝜙𝛼 Φ𝑡p𝑉𝛼q при кожному 𝑡 P 𝐼𝛼, множину iнтегру-
вання звужуємо до множини
𝜙𝛼
 
𝑆 X 𝜙1𝛼 p𝑊𝛼q
X 𝜙𝛼 Φ𝑡p𝑉𝛼q  𝜙𝛼 Φ𝑡p𝑉𝛼q X 𝑆q
(оскiльки Φ𝑡p𝑉𝛼q X 𝑆q  𝜙1𝛼 p𝑊𝛼q за умовою (4.22а)). Тодi перший iнтеграл
перетворюється:»
𝜙𝛼
 
𝑆X𝜙1𝛼 p𝑊𝛼q

𝜓𝑡 𝑑𝑚𝛼  »
𝜙𝛼
 
Φ𝑡p𝑉𝛼qX𝑆q

𝜓𝑡 𝑑𝑚𝛼  »
Φ𝑡p𝑉𝛼qX𝑆
𝜓0  𝜙𝛼  Φ𝑡 𝑑𝜇 

»
𝑉𝛼XΦ𝑡p𝑆q
𝜓0  𝜙𝛼 𝑑𝜇𝑡  »
𝜙𝛼
 
𝑉𝛼XΦ𝑡p𝑆q

𝜓0 𝑑𝑚𝛼𝑡  »
𝜙𝛼
 
𝑉𝛼X𝐾

𝜓0 𝑑𝑚𝛼𝑡 .
(остання рiвнiсть випливає з того, що мiра 𝜇𝑡 зосереджена на Φ𝑡p𝑆q).
Аналогiчно i в другому iнтегралi правої частини рiвностi (4.26) множи-
ну iнтегрування можемо спочатку звузити до 𝜙𝛼
 
𝑆 X 𝜙1𝛼 p𝑊𝛼q
 X 𝜙𝛼p𝑉𝛼q 
 𝜙𝛼p𝑆 X 𝑉𝛼q, оскiльки supp𝜓0  𝜙𝛼p𝑉𝛼q, а потiм розширити до 𝜙𝛼 𝑉𝛼 X𝐾q,
оскiльки 𝜇 зосереджена на 𝑆.
Таким чином отримуємо рiвнiсть для всiх 𝑡 P 𝐼𝛼:
𝑡»
0
»
𝜙𝛼p𝐾X𝜙1𝛼 p𝑊𝛼qq
r𝜓𝑠 𝑑𝜈𝛼 𝑑𝑠  »
𝜙𝛼p𝑉𝛼X𝐾q
𝜓0 𝑑p𝑚𝛼𝑡 𝑚𝛼q. (4.27)
Перетворимо тепер лiву частину рiвностi (4.27). Врахуємо спочатку, що
при кожному 𝑠 P r0, 𝑡s  𝐼𝛼 носiй r𝜓𝑠 зосереджений на 𝜙𝛼 Φ𝑠p𝑉𝛼q i
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𝜙𝛼
 
𝐾 X Φ𝑠p𝑉𝛼q
  𝜙𝛼 𝐾 X 𝜙1𝛼 p𝑊𝛼q за умовою (4.22а). Тому у внутрiшнiх
iнтегралах можемо звузити множини iнтегрування до 𝜙𝛼
 
𝐾 X Φ𝑠p𝑉𝛼q

i при
цьому замiнити пiдiнтегральну функцiю функцiєю 𝜓0  Φ𝛼𝑠.
Розглядаємо зсуви мiри 𝜈𝛼 вздовж векторного поля 𝑋𝛼 на множинi
𝜙𝛼p r𝐾 X 𝑉𝛼q, тобто для кожного 𝑠 P 𝐼𝛼 вводимо до розгляду мiру 𝜈𝛼𝑠 
 𝜈𝛼Φ𝛼𝑠  𝜙𝛼p r𝐾X𝑉𝛼q  Φ𝛼𝑠 на ℬ 𝜙𝛼p r𝐾 X 𝑉𝛼q з носiєм на 𝜙𝛼 Φ𝑠p𝐾q X 𝑉𝛼. Тодi у
внутрiшнiх iнтегралах перейдемо також до мiр 𝜈𝛼𝑠 :
𝑡»
0
»
𝜙𝛼
 
𝐾X𝜙1𝛼 p𝑊𝛼q

r𝜓𝑠 𝑑𝜈𝛼 𝑑𝑠  𝑡»
0
»
𝜙𝛼
 
Φ𝑠p𝐾qX𝑉𝛼

𝜓0 𝑑𝜈𝛼𝑠 𝑑𝑠  𝑡»
0
»
𝜙𝛼p r𝐾X𝑉𝛼q
𝜓0 𝑑𝜈𝛼𝑠 𝑑𝑠.
Отже, враховуючи умову (4.27), остаточно отримуємо рiвнiсть
𝑡»
0
»
𝜙𝛼p r𝐾X𝑉𝛼q
𝜓0 𝑑𝜈𝛼𝑠 𝑑𝑠  »
𝜙𝛼p𝑉𝛼X𝐾q
𝜓0 𝑑p𝑚𝛼𝑡 𝑚𝛼q @𝑡 P 𝐼𝛼. (4.28)
Зафiксуємо тепер деяке число 𝑡 P 𝐼𝛼 i розглянемо для нього клас фун-
кцiй 𝑁  л.о. exp 𝑖 𝑙p𝑥q  𝑙 P𝑀 ( над полем C, який є пiдмножиною класу
𝐶C𝑏
 
𝜙𝛼p𝑉 𝛼 X r𝐾q. Оскiльки рiвнiсть (4.28) виконується для функцiї 𝜓0p𝑥q 
 exp  𝑖 𝑙p𝑥qℎ𝛼p𝑥q при довiльному виборi функцiоналу 𝑙 P 𝐸, отримуємо,
що для кожної функцiї 𝑓 з класу 𝑁 виконується рiвнiсть
𝑡»
0
»
𝜙𝛼p r𝐾X𝑉𝛼q
𝑓 ℎ𝛼 𝑑𝜈𝑠𝛼 𝑑𝑠  »
𝜙𝛼p𝐾X𝑉𝛼q
𝑓 ℎ𝛼 𝑑p𝑚𝛼𝑡 𝑚𝛼q. (4.29)
Клас 𝑁 є пiдалгеброю класу 𝐶C𝑏
 
𝜙𝛼p𝑉 𝛼 X r𝐾q комплекснозначних непе-
рервних функцiй на компактi 𝜙𝛼p𝑉 𝛼 X r𝐾q в 𝐸. При цьому вiн мiстить оди-
ничну функцiю, а для кожної функцiї 𝑓 P 𝑁 функцiя 𝑓 також належить 𝑁 .
Крiм того, 𝑁 роздiляє точки простору 𝜙𝛼p𝑉 𝛼 X r𝐾q. Тодi за теоремою Стоуна-
Вейерштрасса [25, с. 160] множина 𝑁 є щiльною в 𝐶C𝑏
 
𝜙𝛼p𝑉 𝛼 X r𝐾q. Тому,
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використовуючи теорему Лебега про мажоровану збiжнiсть, граничним пе-
реходом отримуємо, що для всiх функцiй 𝑓 P 𝐶C𝑏
 
𝜙𝛼p𝑉 𝛼 X r𝐾q i всiх 𝑡 P 𝐼𝛼
виконується рiвнiсть (4.29).
Аналогiчнi мiркування можна провести для всiх карт p𝑈𝛼, 𝜙𝛼q P Ω при
𝛼 P 𝑃 . Тобто для кожного 𝛼 P 𝑃 iснує число 𝑡𝛼 P 𝐼𝑏 таке, що для всiх функцiй
𝑓 P 𝐶C𝑏
 
𝜙𝛼p𝑉 𝛼 X r𝐾q i для всiх 𝑡 P 𝐼𝛼 виконується рiвнiсть (4.29), де 𝜈𝑠𝛼 
 𝜈𝛼Φ𝛼𝑠 p𝜙𝛼p r𝐾X𝑉𝛼qqΦ𝛼𝑠 — мiри на ℬ 𝜙𝛼p r𝐾X𝑉𝛼q з носiями на 𝜙𝛼 Φ𝑠p𝐾q X 𝑉𝛼,
якi визначаються як зсуви мiри 𝜈𝛼 вздовж векторного поля 𝑋𝛼 на 𝑠 P 𝐼𝛼.
Розглянемо 𝜏  mint𝑡𝛼 | 𝛼 P 𝑃 u. Введемо при 𝑠 P p𝜏, 𝜏q мiри 𝜈𝑠  𝜈  Φ𝑠
на 𝒜. Тодi для кожної функцiї 𝑓 P 𝐶𝑏p𝑀q i для кожного 𝑡 P p𝜏, 𝜏q маємо:»
𝑀
𝑓 𝑑p𝜇𝑡  𝜇q 
»
𝐾
𝑓 𝑑p𝜇𝑡  𝜇q 
¸
𝑗P𝑃
»
𝐾X𝑉𝑗
ℎ𝑗𝑓 𝑑p𝜇𝑡  𝜇q 

¸
𝑗P𝑃
»
𝜙𝑗p𝐾X𝑉𝑗q
p𝑓  𝜙1𝑗 q  rℎ𝑗 𝑑p𝑚𝑗𝑡 𝑚𝑗q 

рiвн. (4.29) для
𝑓  𝜙1𝑗 P 𝐶C𝑏
 
𝜙𝑗p𝑉𝑗 X r𝐾q
ff


¸
𝑗P𝑃
𝑡»
0
»
𝜙𝑗p r𝐾X𝑉𝑗q
p𝑓  𝜙1𝑗 q  rℎ𝑗 𝑑𝜈𝑗𝑠 𝑑𝑠 

¸
𝑗P𝑃
𝑡»
0
»
Φ𝑗𝑠
 
𝜙𝑗p r𝐾X𝑉𝑗q

p𝑓  𝜙1𝑗  Φ𝑗𝑠q  p rℎ𝑗  Φ𝑗𝑠q 𝑑𝜈𝑗 𝑑𝑠  𝜈𝑗  𝜈𝑈𝑗  𝜙1𝑗 s 

¸
𝑗P𝑃
𝑡»
0
»
Φ𝑠p r𝐾X𝑉𝑗q
p𝑓  Φ𝑠q  pℎ𝑗  Φ𝑠q 𝑑𝜈 𝑑𝑠 
¸
𝑗P𝑃
𝑡»
0
»
r𝐾X𝑉𝑗
𝑓  ℎ𝑗 𝑑𝜈𝑠 𝑑𝑠 

suppℎ𝑗  𝑉𝑗¸
𝑗
ℎ𝑗  1 на r𝐾
fiffifl  𝑡»
0
»
r𝐾
𝑓 𝑑𝜈𝑠 𝑑𝑠 
𝑡»
0
»
𝑀
𝑓 𝑑𝜈𝑠 𝑑𝑠 
𝑡»
0
»
𝑀
𝑓  Φ𝑠 𝑑𝜈 𝑑𝑠.
Отримали рiвнiсть (4.4) для всiх 𝑓 P 𝐶𝑏p𝑀q i для всiх 𝑡 P p𝜏, 𝜏q. Щоб
отримати цю рiвнiсть для 𝑡, |𝑡| ¥ 𝜏 запишемо 𝑡 у виглядi 𝑡  𝑘 𝜏
2
  𝛿, де 𝑘 P Z,
|𝛿|   𝜏
2
i одного знаку з 𝑡, i використати попереднiй результат для функцiй
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𝑓  Φ𝑝 𝜏2 , 0 ¤ 𝑝 ¤ |𝑘|.
Отже, рiвнiсть (4.4) виконується для всiх 𝑓 P 𝐶𝑏p𝑀q i всiх 𝑡 P R. Тодi
за теоремою 4.2 мiра 𝜇 диференцiйовна за Скороходом вздовж 𝑋 , а 𝜈 — її
слабка похiдна. При цьому, як i в теоремi 4.3, 𝜈 зосереджена на компактi 𝑆 i
якщо 𝐶 — константа, така, що для кожного дiйсного 𝑡 виконується нерiвнiсть
}𝜇𝑡  𝜇} ¤ 𝐶  |𝑡|, то }𝜈} ¤ 𝐶.
Випадок 2: Мiра 𝜇 довiльна. Доведення цього випадку повнiстю аналогiчне
доведенню випадку 2 теореми 4.3.
Аналогiчно теоремi 4.3 при доведеннi умови достатностi теореми 4.4 було
показано не тiльки те, що мiра 𝜇 є диференцiйовною вздовж векторного поля
𝑋 , але i те, що слабка похiдна мiри 𝜇 є радонiвською мiрою. Таким чином має
мiсце наступний наслiдок.
Наслiдок 4.6. Якщо на банаховому многовидi з рiвномiрним атласом 𝑀 ,
що допускає розбиття одиницi класу 𝐶1, радонiвська мiра 𝜇 диференцiйовна
за Скороходом уздовж обмеженого векторного поля 𝑋 , то її слабка похiдна
також радонiвська.
Лема 4.3 дає змогу сформулювати ще один наслiдок.
Наслiдок 4.7. В умовах теореми 4.4 мiра 𝜇 є диференцiйовною за Скоро-
ходом уздовж векторного поля 𝑋 в тому i тiльки тому разi, коли iснує таке
число 𝛾 ¡ 0, що для кожної функцiї 𝑓 P 𝐶𝑏p𝑀q iснує число 𝑑p𝑓q ¡ 0 таке, що
для всiх 𝑡 P r𝛾, 𝛾s виконується нерiвнiсть
»
𝑀
p𝑓  Φ𝑡  𝑓q 𝑑𝜇
 ¤ 𝑑p𝑓q  |𝑡|.
Iншими словами, показали, що якщо для кожної функцiї 𝑓 P 𝐶𝑏p𝑀q фун-
кцiя 𝑡 ÞÑ
»
𝑀
𝑓  Φ𝑡 𝑑𝜇 задовольняє умову Лiпшиця на деякому промiжку
r𝛾, 𝛾s, то всi такi функцiї диференцiйовнi.
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4.5 Висновки за роздiлом
У даному роздiлi розглянуто поняття неперервностi та диференцiйовностi
борелiвських мiр уздовж векторних полiв на банахових многовидах з рiвно-
мiрною структурою. Отримано узагальнення низки результатiв з класичної
теорiї, яка ґрунтується на зсувах мiр вздовж постiйних напрямкiв, на випадок
зсувiв вздовж iнтегральних кривих векторних полiв. Виявлено, що для ди-
ференцiйовностi за Фомiним практично всi результати, якi стосуються дифе-
ренцiйовносi за напрямком, цiлком природно i без суттєвих складностей уза-
гальнюються на випадок диференцiйовностi вздовж векторного поля. Менш
тривiальними є узагальнення результатiв, що стосуються диференцiйовностi
за Скороходом. Основним результатом роздiлу є критерiй слабкої диференцi-
йовностi мiри уздовж векторних полiв. Отримано також формулу iнтегрування
частинами, в якiй похiдна переноситься з функцiї на мiру.
Основнi результати даного роздiлу опублiковано в роботi [34].
173
ВИСНОВКИ
Дисертацiйна робота присвячена дослiдженню борелiвських мiр на бана-
хових многовидах з обмеженою структурою. Основнi результати роботи:
1. Отримано узагальнення критерiю слабкої диференцiйовностi за напрям-
ком В.I. Богачова для випадку диференцiйовностi уздовж векторних по-
лiв на банахових многовидах з рiвномiрною структурою.
2. Запроваджено поняття асоцiйованої диференцiальної форми та строго
трансверсального набору векторних полiв для поверхонь скiнченної ко-
розмiрностi, що вкладенi у банаховi многовиди з обмеженою структу-
рою.
3. Запропоновано метод побудови асоцiйованих поверхневих мiр першого
та другого типiв. Виявлено достатнi умови iснування вiдповiдної по-
верхневої мiри.
4. Доведено теорему “про узгодженiсть”, тобто однозначнiсть задання по-
верхневої мiри другого типу асоцiйованою диференцiальною формою,
незалежно вiд набору векторних полiв, використаних при побудовi.
5. Показано транзитивнiсть асоцiйованих поверхневих мiр. Показано, що
при подвiйному вкладеннi поверхнi 𝑆 у многовид 𝑀 (𝑆 вкладена у Σ,
що в свою чергу вкладена у𝑀 ) безпосередня побудова поверхневої мiри
на 𝑆 при розглядi її вкладення в 𝑀 призводить до того ж результату, що
i двоетапна побудова через поверхневу мiру на Σ.
6. Обґрунтовано адекватнiсть запропонованої конструкцiї на прикладi скiн-
ченновимiрного простору та рiманова многовиду.
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